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Vorred ve 





E 
Es giebt kaum einen bedeutenden Gegenstand des Wissens, der nicht 
auch seine Deutsche Zeitschrift hätte. Nur die weite, unbegrenzte Mathe 
matik, diese über Zeit und Ort, über Meinungen und Leidenschaften 
erhabene Wissenschaft, die unter allen vielleicht am meisten mit der 
Wahrheit verwandt ıst, hat dermalen keins. Im Französischen existirt 
seit sechzehn Jahren ununterbrochen eine mathematische Zeitschrift: Annu- 
les de mathematiques pures et appliquces, ouerage periodique redıze paı 
M. Gergonne a Montpellier, und ein zweites ist zu Brüssel im Entstehen. 
Auch in andern Sprachen fehlt es mindestens weniger an Gelegenheit 
einzelnen mathematischen Gegenständen die Publicität geben. Nur ini 
Deutschen giebt es eine solche Gelegenheit nicht. Dieses scheint nicht 
billig zu seyn; denn die Mathematik hat unter den Deutschredenden 
nicht etwa weniger Freunde als unter andern Völkern, sondern die Den 
schen haben, vermöge ihrer Unpartheiligkeit und Neigung, die Wahr 
heit anzuerkennen, wo sie auch zu finden seyn mag, so wie vermöge 
ihrer Beharrlichkeit und ihrer Vorliebe für das Ergründen, gerade fün 
die Mathematik einen vorzüglichen Beruf; wie es auch die Geschichte 
dieser Wissenschaft beweise. Da nun eine Zeitschrift in der That ein 
sehr wirksames Mittel ist, eine Wissenschaft zu fördern und zu verbrei- 
ien, sie gegen fremdartige Einflüsse zu verwahren, gegen Unterjochung 
unter Mode, Autoritäten, Schule und Rücksichten zu schützen und inı 
freien Reiche des Denkens zu erhalten, so ist es wohl der Mühe wertlı 
zu versuchen, ob sich eine solche in Deutscher Sprache für die Mathe- 
matik ins Leben rufen und darin erhalten läfst. 

Eine Zeitschrift, die gemeinnützig seyn soll, muls sich nicht auf eine 
einzelne Classe von Lesern beschränken und ihren Gegenstand nicht zu 


enge begrenzen. Sie muls sich ein gröfseres Publicum zu verschaffen 


suchen, schon damit sie sich ihre Dauer, und die Möglichkeit der Ver 
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vollkommnuüung sichere. Frühere ähnliche, sehr verdienstliche Versuche 
sind vielleicht nur deshalb nicht bestanden, weil sie sich zum Theil in 
einem zu engen Raume bewegten. Die Zeitschrift muls sich also nicht 
blols Kennern widmen, oder nicht auf die Erweiterung der Wissen- 
schaft allein zu wirken suchen, sondern auch auf ihre Verbreitung. 
vorzüglich muls sie alle Einseitigkeit vermeiden. Nichts schadet der Ent- 
wickelung einer Wissenschaft mehr, als einseitige Vorliebe für diese oder 
ene Methode, als Zwang und Gewohnheit. Den grölsten Aufschwung 
hat auch die Mathematik immer durch freie, aus dem Bezirk der Schule 
und der Gewohnheit heraustretende Ansichten genommen, z. B. als die 
sogenannte Jnhimitesimalrechnung erfunden wurde, oder früher, als die 
\igebra entstand: und wer kann behaupten, dals mit dem jetzt Vorhan- 
denen alles abgeschlossen sey und dals nicht noch andere Ansichten mög- 
ich sind, die auf noch geraderem Wege zum Ziele führen und noch 
tiefer in die Natur der Dinge eindringen!? Die Zeitschrift muls sich also 
vor allen Dingen frei bewegen und allgemein sein, wie die Wissenschaft 
selbst. Sie nnuls die Wahrheit aufnehmen, sie fördern, verbreiten und 
‚Ihrer ptlegen, unter welchem Volke und in welcher Sprache sie auch 
wigetrolten werden mag. Aufdie Erweiterung der Wissenschaft wirkt 
sie, wenn sie Neues, wozu aber nicht blols neue Sätze, sondern auch 
neue Ansichten vorhandener Sätze zu rechnen sind, bekannt macht. Es 
iälst sich über einzelne neue Gedanken nicht sogleich ein Buch schrei- 
ben. mid es bleiben manche einzelne Resultate von Forschungen, selbst 
der Kenner, zuweilen lange verborgen und gehen wohl gar verloren, 
weil es an naher Gelegenheit fehlt, sie mitzutheilen. Auf die Verbrei- 
tung der Wissenschaft wirkt sie, wenn sie weniger bekannte Dinge, 
‚orzüglich aus fremden Sprachen, unter Denen die schon so weit ge- 
sommen sind, dals sie anfangen mit eigenen Kräften in der Wissen- 
chalt fortzugehen, verbreitet, den Lernenden aber Winke giebt, wo sie 
das, was sie zu suchen haben, am nächsten und besten finden. Nicht 
oder kann sich grofse und kostbare Werke, des weniger Bekannten we- 
zen, verschaffen; selbst fremde Sprachen sind nicht Jedem, der sich mit 


emer \Wissenschaft beschäftigt. verständlich. Es giebt merkwürdige Fälle, 
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von Dingen verloren haben, die schon bekannt waren. Hätien sie das 
Vorhandene gekannt, wären von da erst ausgegangen und hätten ihre Krüfl: 


auf das weitere Fortschreiten gewendet, so würde die Wissenschaft, durch 





die nämlichen Anstrengungen, die ihr jetzt wemgstens keinen unmittelba 
ren Gewinn brachten, haben gefördert werden können. Auch selbst der Ler- 


nende kann von einer Zeitschrift. die auch auf ihn Rücksicht nimni!l 





Vortheil ziehen. Er ist öfters sich selbst, oder nicht dem bestem Rathe 
überlassen. Eine Schrift, die sich die Verbreitung und Förderung ihrer 
Wissenschaft angelegen sevn läfst, kann ihm häufig bessern Rath geben 
als er in seiner Umgebung findet. Dem Kenner also mufs die Zeitschril 
Neues zuführen und ihm die Mittel darbieten, die Resultate seiner eige 
nen Bemühungen leicht und schnell mitzutheilen. Dem der anfängt zur 
Forschung überzugehen, oder dem Liebhaber der Wissenschaft, muls sie 

Nachricht von dem weniger bekannten Vorhandenen geben und ihm anzei 

gen, von wo seine Forschungen anfangen könnten. Dem Lernenden imul> 

sie helfen die Wege finden, auf welchen er am besten sein Ziel erreicht: 
alles ohne Vorliebe für Besonderheiten und fern von jeder Befangenheit. 
Nach diesen Ansichten und in diesem Sinne soll die gegenwärtige 
Zeitschrift redigirt werden. 
In den Umfang ihrer Gegenstände sollen gehören: 

1) Die reine Mathematik, also Analysis, Geometrie und die Theorie der 
Mechanik in ihrer ganzen Ausdehnung. 

2) Anwendungen der Mathematik aller Art, z.B. auf die Lehre vom Licht 
(Optik, Catoptrik, Dioptrik), auf die Theorie der Wärme, auf die Theorie 
des Schalles, auf die Wahrscheinlichkeiten ete.; ferner die Hydrauli: 
die Maschinenlehre, die mathematische Geographie, Geodäsie etc. Dir 
Astronomie soll zwar nicht ausgeschlossen sein, aber auch keinen 
Hauptgegenstand ausmachen, weil diese Wissenschaft allein eine Zeit 
schrift beschäftigt. 

Der Inhalt soll zweierlei Art sein. Die Schrift soll 

Erstlich, Sätze und Ansichten mittheilen, die, so viel dem Herausgebe:ı 

bekannt, noch nicht gedruckt sind. 

Zweitens, Sätze und Ansichten, welche zwar schon gedruckt aber we- 


niger bekannt sind, also vorzüglich Abhandlungen aus Iremden Spra 
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chen, folglich auch Nachrichten von Büchern und ihrem Inhalte. Die 
Iremden Abhandlungen sollen entweder wörtlich übertragen, oder 
nach den Umständen blols auszugsweise mitgetheilt, oder es soll auch 
blols Nachricht davon gegeben werden. 

Vorläufig beschränkt sich der Herausgeber bei diesem Journal auf die- 
jenige Hülfe, die er, vermöge der Bestimmung der Schrift, zugleich zum 
Verbreitungsmittel einzelner Gedanken und Resultate von Forschungen zu 
dienen, von denjenigen Kennern, «ie er unter seine Freunde und Bekann- 
ten zählt, erbeten hat, oder noch erbitten wird. Zeigt sich's in der Folge 
dienlich, so wird eine allgemeine Auffoderung zu Beiträgen nachfolgen. 
Alsdann kann auch die gute alte Gewohnheit, welche auch die Französi- 
schen Annalen der Mathematik angenommen haben, öffentlich Aufgaben 
aufzustellen, und sie durch die Zeitschrift beantworten zu lassen, wieder 
aufgenommen werden. Auch kann die Zeitschrift alsdann beliebige An- 
zeigen von Büchern oder von Erfindungen in Dingen, die mit dem Um- 
Iange der Schrift auf irgend eine Weise in Verbindung stehen, aufneh- 
men: was aber vor der Hand ausgesetzt bleibt. 

Die Zeitschrift wird in zwangiosen Heften erscheinen; ungefähr aber 


‚oil vierteljährlich ein Heft von zehn bis zwölf Bogen ausgegeben werden. 
In den einzelnen Heften werden die Aufsätze nach keiner andern Regel auf 
einander folgen als nach der Zeitfolge, wie der Herausgeber sie erhielt, 
oder wie sie vollendet wurden. Am Schlusse des Jahrganges aber soll eine 
EL ebersicht des Inhalts, nach den Gegenständen geordnet, beigefügt werden. 
Die Verlagshandlung, deren Thätigkeit und Eifer für die Literatur bekannt 
st, wird gewils ihrerseits Alles thun, was zur Förderung und zum Bestehen 
des Unternehmens gereichen mag. 

Dals in dem gegenwärtigen ersten Heft die Aufsätze fast ohne Ausnahme 
original sind, wird man hoffentlich nicht tadein. Auch liels der beschränkte 
Kaum nicht zu. dals sich der Inhalt eines einzelnen Heftes über den gan- 
„n Umfang des Plans verbreite. WVenn man mehrere Hefte zusammen- 
nimmt, wird man den obigen Plau vollständiger befolgt finden. 


Berlin. im December 15235 


der Herausgeber. 











Von der Bestimmung der Wassermenge eines Stroms. 


(Vom Herrn O,L,D.D, Eytetwein. ) 


———_ un 


Die Aufgabe, wie die Wassermenge eines jeden Stroms gefunden werden kann, 
hat bisher zu den weitläuftigsten Untersuchungen Veranlassung gegeben, und 
dennoch hat es nicht gelingen wollen, genügende Resultate aufzustellen. Wären 
für jedes gegebene Flufsbett die Gesetze der Bewegung des Wassers bekannt, 
so würde man leieht in vorkommenden Fällen aus den Abmessungen eines Stroms 
die mittlere Geschwindigkeit und aus dieser die Wassermenge desselben finden 
können. Allein es ist der Hydraulik bis jetzt nur gelungen für ganz regelmälsige 
Flufsbetten, in welchen alle Querschnitte des Wassers einander gleich vorausge- 
setzt werden, die Gesetze der Bewegung des Wassers genügend zu bestimmen. 
Sind hingegen die Querschnitte des Stroms einander nicht gleieh, und ist das 
Flufsbett nach verschiedenen Richtungen gekrümmt, wie dies fast bei allen 
Strömen der Fall ıst, so hat es bis jetzt noch nicht gelingen wollen, aus den ge- 
sebenen Abmessungen eines solchen Bettes dıe Gesetze der Bewegung des darin 
fliefsenden Wassers zulänglich genau auszumitteln. Weil es aber von der eröls- 
ien Wichtigkeit ıst, für jeden gegebenen Strom, sowol die mittlere Geschwin- 
digkeit des Wassers, als auch die Wassermenge desselben, hinreichend genau 
anzugeben, so muls man sieh damit begnügen, für irgend einen auf die Rich- 
tıng des Stroms senkrechten Querschnitt, in verschiedenen nicht zu weit von 
einander entfernten Punkten, mittelst dazır geeigneter Strom- Geschrwindigkeits- 
messer, die verschiedenen Geschwindigkeiten des Wassers, nach der Breite und 
nach der Tiefe des Querschnitts, also nnter dem Wasserspiegel, ausziumessen 
und hieraus die Wassermenge zu bestimmen. 

Es giebt sehr verschiedene Instrumente, durch welche man versucht hai, 


die Geschwindiekeit des Wassers in jeder Tiefe unter seiner Oberfläche zu fin 


Jen, aber mır wenige sind mnter allen Umständen anwendbar, ımd geben die 


vesnehte Geschwindigkeit mit der erfoderlichen Genanigkeit. Zu den vorziiglich- 








{ ytelwein, über den Wassererzufs eines Strom«s. 


sten kann man den hydrometrischen Flügel rechnen, welchen Herr FYolimann 


madrani oder 


i 
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hydrometrische Pend: ', nach den 7 rbesserunoen des Ruütters con Gersiner zu 


ın Hamburg zuerst bekannt machte. Anch gehört hierher der Strom« 


Prax. Dieses Instrument hat bei dem Gebrauche den Vortheil, dafs man keiner 
so weitläufigen Vorrichtung bedarf, welche der hydrometrische Flügel zu seiner 
Befestigung erlodert, wenn man in grofsen Tiefen Geschwindigkeiten messen 
will: anch bedarf dasselbe keiner Zeitbestimmungen , wogegen der hydromets 
sche Flügel eine Sekunden -, oder noch besser eine Tertienuhr erfodert. 

Ward nun vorausgesetzt, dals zur Ausmitielung der \VYassermenge eines 
Siromes an einer dazu geeisneten Stelle, wo das Strombett fest und von UÜneben 
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heiten frei ıst, auch die Uler auf eine gewisse Weile ın geraden, parallelen ich 


tungen fortlaufen, ein auf diese Richtung rechtwinkliger Querschniti ausge 
messen ınd aufgezeichnet, auch hiernächst mittelst eines Strom -Geschwindig 
keitsmessers in mehreren nicht zu weit von einander entfernten senkrechten Li 
nien dieses Querschnilts, die verschiedenen Geschwindigkeiten des Stroms und 
die Abstände dieser Punkte von dem W asserspiegel ausgemessen worden sind, 
so ist das gewöhnliche Verfahren zur Bestimmung der Wassermenge, welche in 
jeder Secunde durch den ausgemessenen Querschnitt des Stroms abfliefst, dafs 
man diesen Querschnitt in so viele Rechtecke oder Trapeze einiheilt, als Ge 
schwindigkeiten beobachtet worden sind, diese Vierecke selbst aber so anordnet. 
dafs die Punkte, in welchen man Geswindigkeiten beobachtet hat, nahe genug ım 
die Mitte derselben fallen. Hierauf wird jede gefundene Geschwindigkeit mit 
dem Flächeninhalte des dazu gehörigen Trapezes inultiplieirt und alle zusammen 
gehörigen Producte addirt: so giebt die Summe derselben die in jeder Sekunde 
durch den gemessenen Querschnilt des Stroms abiliefsende VW assermenge. Auch 
erhält man die mittlere Geschwindigkeit des Wassers in diesem Querschnitte, 
wenn die gefundene Wassermenge durch den Inhalt des Querschnitts divi 


dirt wird. 

Dies Verfahren gründet sich auf die Voraussetzung, dals das Wasser in 
jedem zugehörigen Trapez mit einerler Geschwindigkeit abflielst, welche derjeni- 
gen gleich sem soll, die m der Mitte dieses Trapezes beobachtet worden ist 
Diese Voraussetzung ist aber ganz gegen die Natur der Ströme, weil in der Re- 
gel die Geschwindigkeiten von der Oberfläche des Wassers nach dem Boden zu 
allmählig abnehmen, und eine solche allmählige Zu- und Abnahme der Geschwin- 


: . i i rp ' N N Bra » ’ E 1 
dicken auch von einem UÜter nach dem andern Statt findet. Isi gleich das Ge- 
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setz dieser Veränderung der Geschwindigkeit noch unbekannt und nur im Allge- 
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meinen anzunehmen, dafs an derjenigen Seite des Stroms, wo sich das concave 


fer und die erölste Stromtiefe befindet, auch die grölste Geschwindigkeit 2o- 
der 


finden wird, so scheint es doch weit angemessener, bei der Berechming 
Wassermenge des Stroms die Vorausseizung zu verlassen, nach welcher das 
Wasser durch alle Theile der einzelnen Trapeze mit gleicher Geschwindigkeit 
abfliefst, und dagegen anzunehmen, dals sich die Geschwindigkeiten zwischen 
jeden zwei Punkten, in welchen Beobachtungen angestellt worden sind, nur 
allmählig ändern, also das Wasser durch alle einzelne Punkte des gemessenen 
‘Juerschnitts auch mit verschiedenen Geschwindigkeiten abfllieise Anstatt daher 
«den ganzen Querschnitt des Stroms in die vorhin beschriebenen Vierecke einzu- 
theilen, wird es angemessener sein, jedesmal zwei auf einander folgende Punkte, 
'n welchen die Geschwindigkeiten der zugehörigen senkrechten Linie gemessen 
ind, mit den zunächst gelegenen Punkten der darauf folgenden senkrechten 
Linie, in welcher ebenfalls Geschwindigkeiten gemessen sind, zu verbinden, wo- 
durch ein Trapez entsteht, in welchem die vier in den Winkeln desselben ge- 
messenen Geschwindigkeiten bekannt sind. Wird nun der Voraussetzung ge 
mÜls angenommen, dafs sich die Geschwindiekeiten von einen jeden Punkte zu 
den beiden zunächst gelegenen nur allmählig ändern und dafs diese Veränderun- 
gen gleichförmig erfolgen, so läfst sich unter diesen Bedingungen die Wasser- 
menge, welche durch ein solches Trapez abfliefst, auf folgende Weise finden. 
Es sei HT, in der beiliegenden Figur 10. der wagerechte Wasserspiegel des 
gemessenen Querschnitts und ZB, FD zwei zumächst auf einander lolgende 
senkrechte Linien, ın welchen man bei A, ZB und C, D die Geschwindiskei- 
ten a, 2 und y, d gemessen hat. Ferner sollen die Tiefen EA=a, AB=1, 
U=c und CD=d nebst dem Abstande der beiden senkrechten Linien 
%F=h bekannt sein. 
Mit #5 werde POR parallel gezogen und man setze die Geschwindigkeit 


nO=u;, nhk=P'; femerrEP=x, OR=y; so verhält sich 


h: = y-ara — a und 








h:=J — BP: — PB, daher wird 
N öo—PR 
/ tun ? fen i 
am=a+ a; und 3’ = enden 7. 
fl 4 4 fı 
de 7 


Ferner fndetman r=Ö5-+ —— 
. 2 
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Bezeichnet man die mittlere Geschwindiskeit des Wassers in der senkrechten 


1 a » > | ur. > ? 14 . . 1 rn 
Linie OR durch » und setzt die Wassermenze, welche in jeder Seennde dureh 
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das Trapez ABRQ=m; ferner die durch das Trapez ABCD abflielsende 
Wassermenge = M, so erhält man 
a’ + P a + P 2» + Ö—-u— pP 


m — _ _ __L x, 
E un BIA ’ 


daher m — [uyda. 


Hierin die eben gefundenen Werthe gesetzt und integrirt, so findet man 





b 
m=(a+t PB) + a —+ 54-29+60+96)] 5, 


— (at? -y—ö)(d—b) = + CGonst, 


10777 
wo die beständige Gröfse = 0 ist, weil m = 0 für = 0 wird. 
Für © = h verwandelt sich m in M, daher erhält man die Wassermenge, 
welche ın jeder wo; durch das Trapez ABCD abflielst, oder 
nr  [e +: 3) (24) ++) re] 


und hieraus die mittlere Geschwindigkeit, mit welcher das Wasser durch das 
gegebene Trapez abflielst 

kat 2b dd) +(kyHrs)(b +2 d) 

2 6(6+d) 7 





Vergleicht man die hiernach gefundene W assermenge mit derjenigen, welche 
entsteht, wenn man auf die gewöhnliche Art unter der Voraussetzung rechnet, 
dafs alle Wassertheile in den zugehörigen Vierecken mit einerlei Geschwindig- 
keit abflielsen und setzt die so entstandene Wassermenge = M’, so findet man 
hiernach, wenn der Raum ABCD in vier Trapeze so eingetheilt wird, dals 
solche einerlei Höhe und jede zwei nebeneinander liegende gleiche Grundlinien 
erhalten, dann aber jedes dieser Trapeze mit der zugehörigen Geschwindigkeit! 
multipheirt wird, die entsprechende W assermenge 


/ | 
W=— |(a+B) (38 +d)+(y+6)(b+3d) 


Hieraus findet man den Unterschied zwischen den nach diesen beiden Vor 
ausselzungen berechneten Wassermengen oder 
u h 
Y-MW= TA C Im b)(a+-3—yv—)). 
49 . 
woraus hervorgeht, wie be deutend orols dieser Unterschied werden kann. Nur 


für d=b odr a+P=y-+6 verschwindet dieser Unterschied, und man 


kann 














Eytelwein, über den Wasserergu/s eines Stroms. N) 


kann alsdann ohne Nachtheil auf eine oder die andere Weise die Wassermenge 
berechnen. 

Weil am Umfange der ausgemessenen Querschnitte, anstatt der Trapeze, 
Dreiecke entstehen können, so verwandelt sich für diesen Fall das Trapez 
ABCD in ein Dreieck ACD. Alsdann wrd »=0 undA= a; daher finde: 


man für diesen Fall die gesuchte Wassermenge 


Die Anwendung der vorstehenden Dreiecke auf besondere Fälle der Aus 
übung erfordert noch die besondere Berücksicktigung des Umstandes, dafs sel 
ten die anzuwendenden Strom-Geschwindigkeitsmesser die Geschwindigkeit des 
Wassers unmittelbar an der Oberfläche anzugeben im Stande sind, sondern dals 
nur in einem bestimmten Abstande von dem Wasserspiegel die Geschwindigkei- 
ten gemessen werden können, weil jeder Körper, welcher zu nahe an die Ober- 
fläche des bewegten Wassers gebracht wird, eine Erhöhung desselben verur- 
sacht, wodurch eine Geschwindigkeit erzeugt wird, die von derjenigen verschie- 
den ist, welche dem bewegten Wasser im Beharrungszustande entspricht. Wä- 
ren daher unter dem Wasserspiegel MH’ die Geschwindigkeiten «a, >, y und d 


in den Punkten 4, B, C und D bekannt, und man wollte hieraus die durch das 


, Ä 


Viereck ACEF in jeder Seeunde abfliefsende Wassermenge bestimmen, so 


setze man die Geschwindiekeiten des Wassers n kE=a undn Ff=y: 


CELR als 


Jann wird man nach dem bisher beobachteten Verfahren, mittelst der gegebenen 
Geschwindigkeiten a, PB, y 9, die Geschwindigkeiten an der Oberfläche des Was 


sers genau genug finden können. 


Es verhält sich luernach 
b:atb=a—P:a— und 








d:c+#d=y—d:y’'—6, folglich findet man 
i | „ar b 
"=ß rl — pP) — und 
j b 
| .ece#+d 
vs y-0) —-- 
- ud (| 


Daher sind in dem Vierecke ACEF die Geschwindigkeiten a, y’, u, y 


bekannt, und wenn die Wassermenge, welche durch dasselbe ın jeder Secunde 


abflielst, = N gesetzt wird, so findet man mit Hülfe des bereits entwickelten all- 


seımeinen Ausdrucks, 
1 2 


f2 
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Hz 2 («+ a) (2a + c) + (y’ +Y) (a+ 2c)], 


oder hierin die vorstehenden für a’ und y’ gefundenen Werthe eingeführt, so 


entsteht für die gesuchte Wassermenge folgender Ausdruck 


ı f} ala+2b) — Pa, ce+2d)— de 
N == a ben | PETER &\ *) (a-+ 2e) 








12 b d 

So wie unmittelbar am WVasserspiegel des Stromquerschnitts keine Ge- 
schwindigkeiten mittelst der bis jetzt bekannten, Werkzeuge gemessen werden 
können, eben so gilt dies von dem übrigen Umfange dieses Querschnitts, so weit 
solcher durch das Strombett unmittelbar begrenzt wırd. Allein durch ein ganz 
ähnliches Verfahren lälst sich auch hier in den zugehörigen Vierecken die ab- 
flielsende Wassermenge finden, und da dies mittelst der bereits gefundenen Aus- 
drücke leicht bewirkt werden kann, so wird es nicht nöthig sein, die defshalb er- 
forderlichen Rechnungen weiter auszuführen. Auch schien es unnöthig, dieje- 
nigen Malsregeln näher auseinander zu setzen, welche eine vorsichtige Messung 
der Geschwindigkeit des flielsenden Wassers erfordert, so wenig als die beson- 
dern Vorrichtungen zu beschreiben, welche vorzüglich bei sehr breiten Strömen, 
die genaue Angabe von der Lage derjenigen Punkte erfordert, in welchen 
Geschwindigkeiten und Wassertiefen gemessen werden sollen, weil ich mich 


bereits an einem andern Orte hierüber umständlich erklärt habe. 
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9) 


Untersuchung der Functionen zweier unabhängig verän- 
derlichen Gröfsen x und y, wie f (x, y), welche die Eigen- 
schaft haben, dafs f (z, f(x, y)) eine symmetrische 
Function von z, x und y ist. 

(Von Herrn N. H. Abel.) 





Wenn man z. B. die Functionen 2-++y und @y durch f (x, y) bezeichnet, 
so ist für die erste f este y)) =z+/(sy)=z+x+y und für die 
zweite f (2, / (a, y)) = —= 2./f(z,y)=zay. Die Function /(2,y) hat also in 
den beiden Fällen die re Eigenschaft, dafs FACH y)) eine sym- 
metrische Function der drei unabhängig-veränderlichen Grölsen z, = und y 
ist. Ich will in diesem Aufsatze die allgemeine Gestalt der Functionen suchen, 
welche eben diese Eigenschaft haben. 
Die Grundgleichung ist: 
If y)) = einer syminelrischen Function von ©, y und z 
Eine symmetrische Function bleibt die nämliche, wie man auch die verän- 
derlichen Gröfsen, von welchen sie abhängt, unter einander verwechseln mag. 
Es finden also folgende Gleichungen statt: 
I«S/@y)) =/(& 2), 
Se/wN)=/@ Far), 
/S@/@N)= SF 3), 
SC/@N) = (v1 3), 
JSC/@2)=/J@89)) 
Die erste Gleichung kann nicht anders Statt finden, als wenn 
I(.y)=fS(y: =) 


ist; das heilst / (a, y) muls eine symmetrische Function von x und y sein. Aus 





diesem Grunde reduciren sich die Gleichungen (2) auf folgende zwei: 
.\ Sk@/ey)=/@/@ N). 
If: Jia,‘ Y y= — I; SI, )). 
* 





Abel, über die Symmetrie der Function f (z, t(x, y)) 

Es seı der Kürze wegen 
IA: ,y - 

f@, r)=fka,rv)=f(y; s)- 


lan differentire der Reihe nach, nach x, y, z, so findet man 


BODEN) 


Jay)=®; Js) = 


s; so ısl 


3 a dr 
(TAT 

f'(s) (= f y()- 

Ynltiplicır - ie Glied 


ı man die Glieder dieser Gleichungen auf beiden Seiten mit einander 
und dividirt die Producte durch f* (r), f’ (e), f‘ (s), so erhält man folgende 
Gleichung 


dr \ (.te\ 
 P 


(ds /dr\ de BEN 
dx/ \ay/  \dz )= un \dy) " (% -)- 


‚dz, (7: v/’ 


J 
oder anch 





/ de\ f 'd =, 
dr\ (77 T: (EN \da/ 
dx) (de,  A\dry/ f ds\ 


\dz) 


a a i : i /de de : 
\ıın selze man z unveränderlich, so reducırt sıch | en ( .) auf eine 
dy/ dz 
Frncetion von allein. Diese Function sei py, so muls zu gleicher Zeit 
A 3 
FAR] ED \ . 1 ° 
: = fx sen: denn Ss }Ist 
\d2z 


die nämliche Function von z und 
wie e von 2 und 
Ks Ist 3 


ılso alsdann 


h), dr\ Y =, 
dy/ 


er) .-qgyv= Re: 
Daraus findet man, wenn man integrirt, für den allgemeinen Werth von 
a 1% (/y ur dx + /yy. dy), 

wenn a" eine willkürliche Function ıst 
Man setze der Kürze wesen Qa 


4 
oO si 


statt /(pıx. da) undgy statt /(py. dy) 


Ze (y xc-+ v2 oder Fk r, 


Form also ıst es 


= b(petyy). 
che die LTESte Au en haben muls. 


Diese wel 


Sıe 
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kann aber in ihrer ganzen Allgemeinheit der Gleichung (4) nicht genug thum. 
In der That ist die Gleichung (5), welche die Form der Funetion /(®, y) 
ıebt, viel allgemeiner als die Gleichung (4), welcher sie enisprechen mnuls. Es 
kommt also auf die Beschränkungen an, denen die allgemeine Gleichung unter 
worfen ist. 

Es ıst I(z, SE (gz -+- or) 
\berr=nb (gaetgy), also 


' 


ff, ry= (y= eG uo(gac- yr))- 


x I . . 
Dieser Ausdruck soll nach x, Y, z, symmetrisch sein. Also mml: 
> .f r vr) —— » nah (er n- 
g2 tyuo(gatyy)=gyga+gygu(gy-+y:) 
h i Lo) 
ein. Esseı gz=0 und gy=0, so erhält man 


yy(yga)=yatgdb)=gyeHte, 
also wenn man gx —=p selst, 
g % (p) =» u A 
Bezeichnet man also durch p, die umgekehrte Function von derjenigen, 
welche g ausdrückt, nämlich diejenige, für welche 
gp (z)=x 
ist, so findet man 
U (pP) =p, (p + ec). 
Die allgemeine Form der gesuchten Function f (w, y) ist also 
Jwy)=Yy,(le+ya+yy), 
und diese Function hat in der That die verlangte Eigenschaft. 
Es folgt daraus 
pf(, Yy) =cet+tyretygy, 
oder wenn man statt px, aba — c setzt, und folglich stattpy, aby— ce, und 
statt (/ (x, Y))» ab (/(z, Y )) —_, 
dbfla,y)=Jb(a) ruUb(y). 
Dieses giebt folgenden Lehrsatz.: 


Sobald eine Function f(«, y) zweier unabhängig veränder- 
lichen Grölsen z und y die Eigenschaft hat, dafs f (z, /(«, Y)) 
eine symmetrische Function von x, y undz ist, so mufs es alle- 
mal eine Function a geben, für welche 


A Zu o,y)= ab (a) Fıb(y) 


Wenn die Function I, y) hekannt ist, so findet man leicht Ar 


m 
- 
— 











Abel, über die Symmetrie der Function f (z, f(x, y)) 


der That erhält man, wenn man die obige Gleichung nach & und nach y diffe- 
rentiirt und der Kürze wegen f(x, y) = r setzt, 


] Y 
ab’ (r) (ZZ) — al, 


dx 


dr 
A’ (r) = = ab’y, 


also wenn man x‘r eliminirt, 


(dr\ Il mn m dr Ey; 
| W / un — U) ) . 
\dy/ 7 Ti, 


worau: 
(42) 
’ 14. Mi 
Le Ur, — 
, ( N 
dy 
folgt. Multiplieırt man also mit dx und integrirt, so erhält man 


/dr 
‚21 


(2) = Wy. 





/d F\ de 


(7) 
Es seı zum Beispiel 
"= fla,y)=ay. 
so muls sich eine Function x; finden lassen, für welche 
v(ay)=db(x) Hu (y) 
/dr‘ (dr 
(77 


’ Y 
uY. X dz=y\J’'y log (ex), 
x in e 


. 1} ® . 
oder weil y unveränderlich angenommen wird, 


ee TV, also 


u 


vr = alog(cz). 
Dieses giebt 
vy =alog ey, Ab(ay) = a log cay: 
also muls sein: 
alogecay=alogca + alog ey; 
welches auch der Fall ıst ‚iurc=i. 


Durch eın dem obigen ähnliches Verfahren kann man auch Functionen 


zweier veränderlichen Grölsen finden. welche seoebenen Gleichungen mit drei 
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veränderlichen Gröfsen genug thun. Nämlich man kann durch auf einander 
folgende Differentiationen nach den verschiedenen veränderlichen Grölsen, Gleı- 
chungen finden, aus welchen sich so viele unbekannte Functionen, als man will, 
eliminiren lassen, und man gelangt zuletzt zu einer Gleichung, welche mir 
noch eine unbekannte Function enthält. Diese Gleichung wird eine partielle 
Differential- Gleichung mit zwei unabhängig - veränderlichen Gröfsen sein. Der 
Ausdruck, welcher diese Gleichung giebt, wird also eine gewisse Zahl willkür 
licher Functionen einer einzelnen veränderlichen Gröfse enthalten. Nachdern 
in die gegebene Gleichung, die auf diese Weise gefundenen unbekannten 
Functionen substituirt sind, findet man eine Gleichung zwischen mehreren 
| f} f} f) Fer N 0 j . 

Funchonen einer einzelnen unveränderlichen Gröfse. Um diese Functionen 
zu finden muls man von Neuem differentüren, und gelangt dann zu gewöhn- 


lichen Differential-Gleichungen, aus welchen sich die Functionen finden lassen, 
welche nicht mehr willkürlich angenommen werden können. Auf diese Weise 
findet man die Form aller der unbekannten Functionen; in sofern nicht etwa 


die gegebene Gleichung unerfüllbar ist. 














. j n 
a Diivıer, Iöntwickelung von (2cos x) 


> 
«>. 
Entwickelung einer beliebigen Potenz eines Cosinus durch: 


die Gosinus der vielfachen Bogen. 


(Yon Herrn Louis Olwier.) 


\ . ® .. . . . ... . 2° m; # 
Man hat lange Zeit für einen behebigen Bogen x und für einen beltebigen 
Exponenten zn den Ausdruck 


m m (m — 1) 


(2cosa) =s ma + mecos (m — 2) x 4 - - cos (mn — 4) a 





An2oCIIOINMMIEenN 


Kuler und Lag Tange haben diesen Ausdruck noch. Derselbe ısi aber o! 
\ ' 2 3» “ ’ ' r 
tenbar unvollständ:ıe, denn er giebt nur einen einzigen ı Werth von (2cos x) , 


und ım Gegenthe:l kann diese Grölse mehrere Werthe haben. Wem z.B. vr 


Ir 1 6 iin NVonnar % 3 nn bau |; DD... 4 N. a En 
ein DBrTucn Mill adem .-PENMCT , ıst, so kann die 4 OICD; ı & 05 4 ) . » VCETScCNMICUCHE 


" . } 1 ö Be ‚ ü Re ” EEE: a Panz, © ER BEN PER 
V% erihe haben, und es können auch mehrere derselben zum Theil odeı oamz 


\ H # ’ 2 IT x)  } Ü) ' 
oımair sem. Es kann seibst gar keine reelien VW erihe von (2 605 2) £ei 
N . i . R r* Ir 4 . y w F ” r . . 
Po:sson hat zuerst diese Unvolikommenheit bemerkt. (Man sehe seine 
og . . y ) ] . ur 7 , P 
Krınnerungz ım zweiten Bande der Gorrespor rdence sur lecole polytechnique, 
ET 119 « u 3 Er PERS u Pe 2 1° (\ ’ ker 
Seite 212 elic.) Seitdem hat man viel über diesen Gegenstand oeschrieben 
« 


Man hat den Ausdruck von (2 cos x) vermittelst der alle remeinen Gleichung 


_—— f 


COS EEE >= cos (x u 2 INT), 


| \ 1] - .o. I I 
wor den halben Kreisumiane für den Halbinesser 1 und n eine belieb: 1OCe Fanzı 

‚ ı I l . # FR, E* r l e x ® , i ä 

Zahl beilente versollständiet und dann die Werthe von r2 gesucht, welche zu 

k 
| ! ’ 1 . . . 1 ‚m 
den ganz reellen und zu den ganz ımaginaıren Werthen von (cos ©) gehören 
« ‘ « « 


worauf es vorzueiich ankam. 
” 1 . 1 \ { . pn > . .. “ 
Es scheint aber, dals die Auflösung der Anfzabe noch nicht vollständig ze 
\ H ® > Bu: E.3 i I > 2 ö 2 o. = 
lano Selbst are Resultate, welche man fand, stimmen nicht eanz überein 


j 4 . I (> ee i 1 i ® 7 as » 1 s r ' 
Zwar minls ich türchten, durch ein nochmalises Aufnehmen des Gegenstand 


Tl! | De Te ie en ’ . ’ ö ) | #7 
nr /.aDi de erloiolosen Versuche ii \eiPToisefil. Da Indessen der Fail 
l . dur E ' i \ z er 1; I } 

Vin beueuluno ı5t, INdgem es eine j IChHC dEI \nalvs S SCIDSI Eilkt und anderı 

.. . > m I 1 ae. SE INTER. IODEN EN Mn : ie 

iheıls die Iresuliate, Weiche icıl Decı UC { niersuchung dICeSes Gerenstandes fanıd, 
« « 


.. " 1 | , . ' . . 
die Probe auszuhalten scheinen, auch der Weg auf welchem ıch dazu gelangte, 


seh: 








) 


u . v . ( Y -s 
Vlivier, Entwichelung von (2 c0> x) 1: 


sehr einfach ıst, und gar nicht von allgemein anerkannten Sätzen abweicht, so 


will ich mittheilen, was ich fand 


Es 15t 
1 


2 c0&.5 == 005% tr ı sn & > — u u 
cos x 5 ı sın © 


(wenn man der Kürze wegen Y — 1 durch 7 bezeichnet. D. H.) also nach dem 
binomischen Lehrsatre: 
(2cos 2) = (csa@#isn&)" +m (os Fix) 
+m,(cosz#tisnz) . 
(wenn man wiederum der Kürze wegen, die Binomial-Coefficienten durch a. 


ın,, m, u. s. w. bezeichnet, so dals 











PR 
m, =m 
m.(m—1) 
m, = 
2 
m.(m—1).(m— 2) 
m, = 
’ “ A 1 
m.(m—i1).(m—2).(m—5) 
m = -—— 


u 8 
u.s.w. ıst. D.H.) 

Mehrerer Einfachheit wegen wollen wir m posıtıvy annehmen, welches 
auch für alle Fälle zureicht; denn wenn m negativ ist, .B. m=— u, so isi 


) m i ih 1 . 
2cosa) =(2csa) "= ——— WB 08 wieder nur auf eın positives 
(2cos x)” 
# ankommt. 


Nun ıst nach dem Moivrischen Lehrsatze, für ein beliebiges zı, 


er \ IM . ° 
(cosz=Frsna) = cos mx #F1sin mx 


Also ıst 
(2002) = cos mx = sn mx 
+ m, (cos (mn — 2) © #7 sın (m — 2) ©) 
+m, (cos (m — 4) 1 sin (m — 4) ®) 
oder 


m 
(2 tus a) = c0s ma m, cos (m — 2) x + m, cos (m — 4) & 


— -f (sin mitm su(m— 2) + m, sın (nm — 4) .. ) 





> 
I 
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Olivier, Entwickelung von (2 cos x)” 


Ks ist aber 
cos& =cos (ce +2nn), 

wo nr eine beliebige ganze Zahl bedeutet; also ist 
1. (2cosa) = 

cosm EEE, cos (n—2) (c+2nr) + m, cos (m—4) (c+?nr)..... 
- 17 | sinn (cHt2na) tm, sn (m—2) (c-+2nr)+-m, sin (m— 4) (c-+2nr) ... | 
Diese Formel ist als der vollständige Ausdruck von (2cos x)" anerkannt. 

Da ihieser Ausdruck im Allgemeinen die Form 

at ıb 


hat, so kommt es darauf an, den Werth der wıllkürlichen ganzen Zahl n zu 
finden, 


der Gröf  (2cos &) 


welche für gegebene Werthe von x und m, den besonderen Werthen 
“ von der Form a oder von der Form # ıb entsprechen. 


[} . } \ 
Man setze ın den allgemeinen Ausdruck (1 ) 


x == 2L.rX, 
wo # eine beliebige ganze Zahl ıst, und schreibe der Kürze wegen 
un =», 
so findet man 
(2cos 2ur) = == («> 2 2)" = 
cos Zmywm + m, cos (m — 2) 24m + m, cos (m — 4) 2yr. 
" Day . Y\ 9 2 ma =, y 
+ / [sın nv + m, sın (m — 2) 2yr + m, sın (m 4) 2... y 3 
oder auch. weil 
cos 2mvr = cos (m — 2) 217 = cos (m — 4) 23T ........ und 
VORPIETUGE 2) 2m si 432 ist 
in 2>myr = sın (m — 2) 2yr = sın (m er), SEE ' 
\ m . f 
(+2) =cos2myz (im +m,....-.»... ) 
tisn2myva(i+m +m,........); 
7 . . yn 
oder, wei 1 + m. PP Mm, ++ 30 viel ıst als 2 


.) 


2. + 1)" = cos Z2myr #1 sin 2myvr. 


\us diesem Ausdruck von (+ 1) ” Tafst sich schliefsen, dafs die mte Potenz 
on + { immer wenigstens einen reellen Werth hat, was auch der Exponent 
m sein mag; denn da v jede ganze Zahl, also auch Null sein kann, so 
findet man, wenn man v = ( selzt, immer 
(+ {)" —cos0=-+1. 
Die Werthe von (# 1)” können auch die Form = 76 haben, wenn m von 
der Art ist, dals für irgend einen Werth von », 








) 


. + ui c m 
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2?myv=ıH%! 
1st, woA eıne beliebige ganze Zahl bedeutet. Denn alsdann ıst cos 2mvr = 0 
und sın 2myvr—= 41, also 

(+ 1) — =, 

Setzt man zweitens in den allgemeinen Ausdruck (1.) 
z=(2u +1)r, 
wo & wieder eine beliebige ganze Zahl bedeutet und wie oben, der Kürze wegen, 
ektn=V, 


so findet man durch eine ähnliche Kechnung , 


te) 


) 


3. 17" = cos (29 +1) mr =ısmn (2y+ 1) ma. 
Die Grölse (— 1)” kann also einen reellen Werth haben, wenn zn von 
der Art ist, dafs für irgend einen Werth von v, 
(2,+1)m=A 
ist, wo A eine beliebige ganze Zahl bedeutet. 
DaA nur ungerade sein kann, so ıst der reelle Werth von (— 1), 
— 1) = — 1. 
Unmögliche Werthe von der Forın # zb kann die Grölse (— 1)" nicht haben 
wie sıch leicht zeigen lälst. 
i 
Dieses vorausgeschickt, seı nunmehr 
co x posıtie, 
so kann man schreiben : 
(2cos 2) = 12 cos |”. (+1): 


, I . .. . 
wo |2cos =|" den Zahlenwerth von (2c0s ©) bezeichnet, ohne Rücksicht 





auf das Zeichen genommen. 


Wir sahen aber oben, dafs die Grölse (+ 1) in allen Fällen wenigstens 
einen reellen Werth haben kann, und zweı Werthe von der Form # ,Ö. 
wenn zn von der Art ıst, dafs 2my=A =; sein kann. Die Gröfse (2c0os a) 
kann also ebenfalls wenigstens einen reellen Werth haben, in allen Fäl 
len, und zweı Werthe von der Form 7b, wenn 2myv=A=! sein kann. 

Also ıst klar, dals in allen Fällen wenigstens ein Werth von 
n existiren muls, für welchen der imagınaire Theil von (2cos &)" in 
dem allgemeinen Ausdrucke dieser Grölse (1.} verschwindet und der Werth von 
(2cos &) ganz. reell ist; desgleichen, dals es, wenn 2nyv=A=! sein kann, 


wenigstens zweı Werthe von n geben muls, für welche der reelle Theil de: 


 * 


> 
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n . . . ım 

Ausdrucks (1) wegfällt, weil alsdann zwei Werthe von (2cos &) von der Form 
— 1b existiren. 

Mithin mufs die Gleichung 
4. O=sinm (e+2nr) + m, sin (m— 2) (c+2nr) + m, sın (m—4) (&=-+2nr).... 
in allen Fällen, das heilst für einen beliebigen positiven Exponenten m und 
[ir einen beliebigen Bogen x, dessen Cosinus positiv ist, und die Gleichung 
5. O=cosm (ae-+2nr)+m, sın (m—2) (c+2nr) + m, sın (m— 4) (c+2nr)... 


unter der Bedingung Statt finden können, dals 
2myw=ı=%3 
sein kann. 
Wir wollen die Werthe von z suchen, welche den Gleichungen (4 und 5) 
vennethnn. 


. 


«als 


\lan entwickele die Gleichung (4.), so findet man 


— sın mx cos 2nmr-+ cos mx sın Znmm 
+ rn (sin (m — 2) x cos ?nmr + cos (m — 2) x sın 2nmr) 
+ ın, (sin (m — 2) x cos Znmt + sin (m — 4) & sın 2nmr) 
ode f' 
= cos 2nmr |sin m& + m, sın(m —2)x-+ m, sın (m — 4)@...| 


+ sın 2n m|cos max + m, cos(m —2) x -+ m, cos (m — )2...] 
Nım behaupte ich, dals m diesem Ausdrucke die Gröfsen cos 2nmr und 
sin 2nmor ihren Werth nicht ändern können, so lange cos x das nämliche Zei- 
chen hat, so dafs ein und derselbe Werth jedesmal zu allen den x zugleich ge- 
höret, deren Cosinus zwischen zwei Zeichenwechseln liegen, z. B. zu allen & 
vnx=(2r—;3)rbse=(2r+3)r 
weil die Cosinus aller dieser Bogen positiv sind. r bezeichnet eine beliebige 
ganze Zahl. 
Dieses lälst sich wie folgt beweisen. 
0. 


Man bezeichne, der Kürze wegen, 

cosm (c+2nr)+m, cos (m— 2) (“+ 2nr) +m,cos(m—4)(c-+2nr)... 
durch g (= -+2nr) und 

| sin m (a#+2nr)+ m, sin (m—2) (c+2nn)+m, sın (m— 4) (e-+#2nr).... 
durch [(@«+2nr), 


m) 
nn 
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so ist, wie wir gesehen haben, 
8. f(e+2nr) = fa cos 2nmr + px sın Zum. 


k 


Entwickelt man eben sog (@ + 2nm), so findet man 
9, gg (= +2nn) = ya cos 2nma — fx sn Znmr. 


I. Nun setze man, es seı möglich, dals cos Zum und sin 2nm ihren 


Werth für irgend einen Werth « von x, der zwischen 2 = (2r —!) x und 
und = (2r +!) m liegt, ändern können, so dals, wenn der Werth von n, 


> 


welcher zu Werthen von x gehört, die «a vorhergehen, z. B. ua — 7, 
p ist, der Werth von r, welcher zu Werthen von x gehört, die auf a folgen, 
.B. zu«+y, vielleicht p + g sein wird, wo p und g ganze Zahlen bedeu- 

ten, undvona— Pf, a unda+Yy vorausgesetzt wird, dafs sie alle drei z wi- 
schen (2r —!) x und (27 + }) x liegen: so ist klar, dals gleichzeitig 

10. fa +2pr)=0 und 

1. fa +2pr 29m) =0 
sein mufs. Denn der allgemeine Ausdruck von (2cos a)" ist 

2002) =yg (ze +2nm) if(= + 2nr); 

also ıst, 


12 (2 cos (u — B))" =g(la— P+2pr)if(la— BA +2pr) und 


13. (2 cos (a + YW)" =gY (at+Yy +2Zpr #2 ga)tıf(laty+2pr+ 2q m). 
Aber cos (a — f) und cos («+ Y) sind nach der Voraussetzung beide positiv: 
also müssen (2 cos (u — 3)" und (2c0s («+ y))" nothwendig jedes wenigstens 
einen reellen Werth haben: folglich muls sein: 
14. fa —A+2pr)=0 und 
15. AG +y+2pra0 + 2g4r) = (. 
Da nnn aber diese beiden Gleichungen für beliebige Werthe « — 3 und 
a — 'y Statt finden, welche unmittelbar «a vorhergehen oder auf a folgen, so 
müssen sie auch für =. selbst, das heilst für den U ebergang von «— B 
ina-+Yy selbst Statt finden. Also darf man in den Gleichungen (14. und 15.) 
auch $ = 0 und y = 0 setzen. Dieses aber giebt die Gleichungen (10. und 1 (.) 
Also müssen diese beiden Gleichungen zugleich Statt finden. 
Es lälst sich nun weiter zeigen, dafs dieses unmöglich ist. 


Denn man entwickele die Gleichung (11.) auf die Weise, dafs der Theil 


2x des Bogens abgesondert wird, so findet man 
J « 


16. f(@a+2pr) cos 2mgr+g (a+2pr) sn 2mgr=0. 
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Diese Gleichung reducirt sich, weil vermöge (10.) f(« + 2pr) =0 sein 
soll, auf 
17. g(a+2pr)sn2mgr=0, 
und darans folgt 
15. g(la+ 2pr) = (0, oder 
19. smn2mgr=0. 
Man eniwickele die Gleichung (18) weiter, so findet man 
pa cos 2Zmpr — fa sın Zmpr =, 
welches 
20. col 2mpx EL 
f 3 
giebt. Man entwickele auch die Gleichung ( 10.) so findet man 
fx cos 2mpr + yax sin Zmpr = 0, 
welches 


Y4 1: y 2) 2 fa 
21. ang 2mpr = — — 

Y #4 
eiebt. Also soll vermöge der Gleichungen (20. und 21.). 


cot 2mpr = — tang 2Zmpr oder 
(tang Zmpr) = — 1 


sein, und daraus folgt 
22. taug2mpr=y —1, 
und dieses zeigt, weil Zzang 2mpr eine unmögliche Gröfse ist, dafs die Glei- 
chungen (18. und 10.) nicht cöexistiren können. Es bleibt also nur noch die 
Gleichung (19). Das heilst: die Gleichungen (10. und 11.) können nur unter 
der Bedingung coexistiren, dafs nach (19.) 
23. sın2mgar=0 ist. 

Auf der anderen Seite folgt aus den Gleichungen (12. und 13.), wenn man 

wie oben 3 = 0 und y = 0 setzt, dals 
$ 


24. g(at2pr)=g(a+2pr+2gr) 
sein muls. Dieses giebt, wenn man entwickelt, 
plat2pr)=Yy(a+t2pr) cos 2Zmyr — f(a+2pr) sin Zmgr, 
und daraus folgt, weil sın 2mqr = 0 sein soll, 
g(a+2pr)=Y(a+2pr) cos 2mygr, 
also 


23. cos ?m = E, 


Zusammengenommen also findet man, dals in dem Ausdrucke (6.) der 

















Olivier, Entwickelung von (2cos x)". 23 


Werth von n allerdings eben sowohl p als p +19, oder eben sowohl n als 
arg sein kann, aber nur unter der Bedingung, dals 


sın 2m GT == (0) und cos 2rn IT ze $ ist. 


Schreibt man nun aber in den Gröfsen cos 2nmz und sin ?nmr, n + q 


statt z, so findet man 
cos 2m (n + g)m = cos Zmnr cos Z2mgr — sin Zmne sin Zmgr und 


sin 2m (n+ g)T = sın Z2mnz cos 2Zmgr + cos Zmnz sin Zmgyx 
und dieses giebt, vermöge (23. und 25.), 
20. cos2m(n+y)r=cos2mnr und 
27. sın2m(n+g)zm=sin 2mnz 
und hieraus folgt, dals die Grölsen cos 2mnr und sin Zmn ihren Werth 
für alle die Cosinus, die zwischen (27 —})x und (27 +3) liegen, nicht 
ändern können. 

I. Nachdem auf diese Art bewiesen worden, dafs die Grölsen cos 2mntr 
und sın 2mnzx ihren Werth nicht ändern können, so lange cos x das näm- 
liche Zeichen hat, so muls nun noch gezeigt werden, dals cos Zmn unil 
sın mn ihren Werth dann wirklich ändern können, wenn cos x em 
anderes Zeichen annimmt. ' 

Wir sahen oben, dafs wenn n zwei verschiedene Werthep undp +4 
für einen und denselben Werth « von & soll haben können, dafs dann die bei 
den Gleichungen (10. und 11.) zugleich Statt finden müssen. Nachdem diese 
Gleichungen entwickelt worden, fanden wir, dafs ihre Cöexistenz von der Cö- 
existenz der Gleichungen (10. und 18.), nämlich der Gleichungen 

28. (a +2pr)=0 undy(a+2pr) =0 
abhängt. Wir fanden weiter, dafs die Gleichungen (28.) für einen belieb 
gen Werth « von z nicht zugleich Statt finden können, woraus die Bedingun- 
gen sin Zmnqr = 0 und cos 2mgr = 1 folgten. 

Wenn nun aber «= (2r +!) ıst, (das heilst, wenn x denjenigen 
Werth hat, für welchen cos & das Zeichen wechselt. D. H.) so verhält es sich 
anders. Alsdann können die Gleichungen (28.) wirklich zugleich Statt finden; 
denn sie sind so viel als 
29. sinm(a+2pr)-+m, sin (m— 2) («+ 2pr)+m, sin (m— 4) («+ 2pr)....=0 
und 
30. cosm(a+2pr)-+m, cos (m—2)(a-+2pr) + m, cos (m— 4) (a+2pr)....=0, 


und wenn nun a=(2r #!)x, so ist 
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31. sum(a+2pr)=—sin (n—2)(a+2pr)=+sin(m—4)(“+2pr).... 
und 

32. cosm(a+2pr)=—cos(m—2) (a+2pr=+cos(m—4)(a-+2pr).... 
so dafs sich die Ausdrücke (29. und 30.) auf 


sun (2p+2r&;5)n.(1—m tm, —m,...)=0 und 
cosm(2p+2r&;)z.(1—m +m —m,...)=0 
reduciren, und diese Grölsen sind wirklich beide gleich Null, weil 1— m, + m, 
— m,...=(1— 1) =0 ist. Also sind in diesem Falle die Bedingungen 
sn2mgr=0 und cos2mgr=1 
nicht mehr nöthig, und folglich können die Grölsen cos Z2mnx und sın 2mnr, 
für diejenigen x, fiir welche cos x das Zeichen wechselt, wirklich ihren 
Werth verändern 


— 


4 
Nachdem ım vorigen Paragraph bewiesen worden, dafs die Gröfsen 
cos Zmnm und sin Zmnz für alle ©, von (2r — })r bis (2r + 3), nothwen- 
dig einen und denselben Werth haben, so folgt, dals sie auch noch für 
u ITE 


den nämlichen Werth haben werden. Also wird, zufolge der Gleichung (6.), 


0 = cos 2nnmır (sin 2m +m, sn(m—2)rm-+ m, sın (m — 4) Fi 
+ sin 2nmr (cos 2mrr + m, 005 (m — 2) rm tm, cos (m — 4) PR...) 
oder 
= cos 2mnr sn 2m (im + m, 
+ sin 2mnrcoes2mra (im +m,.... ec 
sein, W elches 
33. O=sn2m(n+r)r 
giebt. 


Da die Grölsen 7 und zn gegeben sind, so giebt die Gleichung (33.) die 
gesuchten Werthe von zz und die Gleichung (4.) wird Statt finden, wenn man 
der Grölse zı die Werthe beilegt, welche die Gleichung (33.) bestimmt, so lange 
» zwischen den Grenzen 

(2r—})r und (2r+3)7 
leg 
Im allgemeinen hängt die Zahl », für welche der ımaginaıre Theil des all- 


gemeinen Ausdrucks (1.) verschwindet, in dem gegenwärtigen Fall eines positi- 


ven 
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ven Cosinus, von der Zahl r ınd dem Exponenten m ab; wie es die Gleichung 
(33.) zeigt. Diese Gleichung giebt 
Yy, 


34. — lang mn == tang 2mTT. 
Aber aus der Gleichung (6.) folgt 








Pe sn ma -+ mn, sn (m —2)z-+-m,sın(m—A)x...... 
35. —tang2mnr = : 
cos ma m, cos(m— 2) @-Fm,cos(m— 4) x...... 
also ıst 
sın na + m, sn (m — 2) + m,sın(m—4)x...... 
tang mn = ——— Ä u —— 
cosmaz + m, cos(m—2)z-+m,coso(m—4)x..... 


oder 
36. O=cos ?mrr sin ma+m, sn(mn —2)x-+ m, sın (m — 4) ei 
— sın 2mrx | cos ma+ m, cos (m — 2) a + m, cos (m — 4) 2 
oder 
37.0=sinm(2—2rr)+m, sin (m— 2) (@—2rr) + rm, sin(m— 4) (2 — 27)... 
Aber ein reeller Werth von (2cos a) findet in allen Fällen Statt: also 
findet auch die Gleichung (37.) ın allen Fällen Statt, nämlich für beliebige 
Werthe von &, die zwischen 
(27 — !)r und 2r+3)r 
liegen. 
Da x zwischen den Grenzen (2r — 5) x und (27 +3) x eingeschlossen 
sein soll, so liegt der Bogen & — 2rr nolhwendig zwischen den Grenzen 
— Ir und + 3r. 
Bezeichnet man also durch «x, einen beliebigen Bogen, der zwischen den Grenzen 
— 5 TC und + 5 I legt ‚ solst, vermöge der Gleichung [37.3 


3. 0=snma, +m sn(m—2)»z, +m,sın(m—A)w,...... 


Dieses giebt das merkwürdige Resultat, dals für einen beliebigen Bogen a 


zwischen — 4 und + 4, die Gröfse sm ms, + m, sn (m—2)s, + 
m, sın (m —4)x, :.... immer Null ist, was auch & und za sein mögen. 

-— 

p 


Entwickelt man die Gleichung (5.) für den Fall der Existenz imagınaıreı 
Werthe von (2 cos x), so findet man durch eine der obigen ähnliche Rechnung. 
39. 0=cos 2mnz| cos max --m, co(m— 2)x + m, cos(m — 4) @.... | 


— sın 2m ar| sin mxcH+ m, su(m— 2) + m, sın (in — 4) &.... | und 


40. —= cos 2m (n +7), oder tang 2mnr = cot 2 mr 


Diese Gleichung giebt den gesuchten Werth von n. 
I. f 
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Die Gleichung (39.) giebt 








| cos ma m, cos (m — 2) = + m, cos (m — 4)x&.... 
1: tng mn zum zn ger range: va. sr - » 
sın nz + m, sn (m —2)z + m, sımn(m —4)x.... 

also vermöge der Gleichung (40.) 





da cos ma + m, cos (m — 2) a + m, cos (m — 4) 
col Zmra y 


sın mac + m, sn (m— 2) + m, sın (m — 4 


7. 
oder 
42. 0 = cos 2mrr(sn ma-+m, sn (m — 2) 2 + m, sn (m— 4)x...... ) 
— sın 2mrr(cos ma--m, co (m — 2) 2 + m, cos (m— 4)®..... ) 
oder 


43. O(=sinm(a—2rr)+m, sin (m—2) (a — Ir) +m,sin(m—4) (a —2rr)... , 
oder auch 


44. 0O=snmxz, + m, sın (rm — 2) x, + m, sın (m — 4) LT, 


>.’ Eee ar 


Dieses Resultat stimmt mit dem obigen überein; also muls die Gleichung 


mn 


(35.) auch Statt finden, wenn imaginaire Werthe von (2cos &) 


existiren: 
wie gehörig, weil die Gleichung (38.) ın allen Fällen Statt finden muls. 
S. 

Um nun die Resultate (38. oder 44.) auf den allgemeinen Ausdruck von 
(2cos x) (4.) anzuwenden, darf man nur diesen Ausdruck so verwandeln, dafs 
die Grölse (38. oder 44.) von dem Uebrigen abgesondert ist. 

Es ısi 

cos m(&=-+2nr)= 
cos m(@—2rrT) cos?2m(r+-n)r— sın m (x — 2rm) sın 2ın(r-Fn)r 
cos (m—2) (x +2nr) wu 
cos(m—2)(@ —2rr) cos2m(r+n)r— sn (m—2) (@—2rr)sin2m(r-+# rn) 
cos(m— 4) (2 +2nr)= 


cos (m— 4) (a —2rrT) cos2m(r-n)r— sn (m— 4) (@ —2rrT)sn2rm(r+n)x 


sin m(x+2nr)= 
cos nm (x — 2rr)sın 2m(r+n)t+ sin m(@®—2rr)cos2m(r+n)r 
sn(m—2)(2-+2nr) = 
cos (m— 2) (2 —2rr)sn 2m(r+n)r+ sin (m —2) (e—2rm)cos2m(r-+ mn) 
sın (mn —4)(c+2nr) = 


cos (m — 4) (2 — 27m) sin Zn (r+n)a+sın (m— 4) (@—2rrm)cos2m(r+n)r 
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also 


(2 cos Du 2m(r-+-n)x =isin2m(r-+n) -] x 


- m(@— 2m) + m, cos (m— 2) (@— 27) +m,cos(m— 4) (2 — 2rr)..... 
+1 (sin m(&—2rx)-+m, sin (m—2) (w—-2rr)+m, sin (m- 4) (c— 2rr).... ) 


Nun ist vermöge (41. oder 17.) 
0 = sinm («—2rr)+m, sin (m—2) («—2rr) Hm, sin(m—4) (<—2rr)....: 
also ıst 


45. (2cosa@) =| cos2m( +n)r=#isin2zm(r + n) eh X 


cosm(#x—2rr)+m, cos(m—2)(@—277)+ m, cos(m— A) (e—2rr)...... 


Dieses ist der allgemeine Ausdruck von (2cos &)", so reducirt, wie es die 
Existenz der reellen Werthe erfordert. Er gilt für jeden beliebigen Bogen x, 
der zwischen den Grenzen 

(2r—3)r und (2r+!)x 
liegt, und für einen beliebigen Exponenten rn. 
0), 


Es seı zweitens 
cos x negative. 
Da zufolge ($ 3.) unbedingt partieulaire Werthe von (— 1)", und folglich ın 
diesem Falle von 
46. (2cos ©) = [2cos |" (— 1)" 
nicht Statt finden, so kann man, wenn cos x negativ ist, nicht wie oben verfah- 
ren. Aber es ist leicht, auch in diesem Fall, die obigen Resultate mit dem allee- 
meinen Ausdrucke von (2cos ©)" (4.) zu verbinden. 
Es scı nämlich y ein beliebiger Bogen, dessen Cosinus n egalıy ıst, so ist 
klar, dals 
41. y—-rz=x 
ein Bogen sein wird, dessen Cosinus positiv ıst. Schreibt man also m + ır 
oder y ın den allgemeinen Ausdruck von (2cos .r)" (1.) statt «w, so findet ınan 
48. (2 cos y)- =cosm(e+n+2nr)+m, cos (m—2)(a+7+?2 nm) 
+ m, cos (m — 4) (ce + + 2nm)........ 
+1 (sin m (a tn +2ne) Hm, su (m —2)(e+r+2nm) 


+ m, sin (nm — 4) (a ++ 2nm)........ ) 
Die Gröfse rechter Hand geht auch ın diejenige des Ausdrucks (1.) über, wenn 
® 


4 
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man 2n-+1 statt Zn seizt. Macht man also die nämlichen Verwandiungen wie ın 
(S.6.) und nimmt dann auf die Gleichungen (37. oder 43.) Rücksicht, so ist das Be- 
sultat dasjenige, welches man findet, wenn man ın (19.) 2n-+1 statt 2 setzt, also 
(2cosy) = [cos m (2r+2n +1) #/snm(2r+2n-+ 1) m| x 
[cos (@— 2m) Hm, cos (m—2) (= — 27m) + m, cos (m— 4) (@—2rr)....]; 
folelich, wenn man wieder statt x seinen Werth y — x setzt und dann « statt 
Y schreibt, 
49. (2cos a)" I cos m 2r + 2n-+ I) =ismm(2r+2n+ 1) -| 


N cosm (« — (2r+1) r) + ın, cos (m — 2) (*— (27+ |) 7) 


5 


m 


Dieses ıst der allgemeine Ausdruck von (2cos a) für einen beliebigen Bogen 
f N “) «, 
x”, dessen Cosnmus negalıv ıst, und der zwischen den Grenzen 


(27 +3) und (2r+;)x 


liegt. 
Die Gleichung ( 38.) ist ın dem gegenv, ärtigen Falle folsende: 
50. 0=sinm(@,—r)-+ m, sn (m—2) (@,— ar) +m,sin (m—4) (x, —m)...., 


wo x, einen Bogen zwischen den Grenzen 
1) | 3 
sr und 5T 


bezeichnet. 
10. 
x m 


Nachdem die allgemeinen Ausdrücke von (2cos x) (45. und 49.) in den 
beiden Fällen positiver und negativer Cosinus gefunden sind, ist es leicht, die 
jenigen Werthe der willkürlichen Gröfse r zu unterscheiden, die den beson- 
dern Werthen der Potenz (2cos ©) zukommen. 
Da nämlich die Factoren 
cos m (c— 2m) m, cos (m— 2) (@— 2rr)-+m, cos(m— 4) (<—?2rr).... und 
cos m (x — (?2r+1) ) + m, cos (m—2) (x — (2r+1) 7) 
-- ın, cos (m — 4) (x — (27 +1) 7) EIER 

in den Ausdrücken (45. und 49.) immer reell sind, so sind offenbar die W erthe 
von (2cos a) dann reell, wenn die imaginaıren Werthe der andern Factoren 

cos2m(r+n)x=#rsin 2m (r-+-n) x und 

cos 2m (?r+2n +1) $ismnm (2r+2n +1) 
verschwinden: hingegen sind sie imaginalr, wenn die reellen Theile dieser 


Factoren gleich Null sind; das heifst: die Werthe von (2cos x) werden reell 


sein, wenn 
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Pr für einen positiven Cosinus sn2m(r tn) =0, 
für einen negativen Cosmus sinn 2r#2n +!) = 
ist, und sie werden imaginair sein, wenn 
| für einen positiven Cosinus eos 2m(r + n)T=0, 
un: für einen negativen Cosinus cos m 2r + 2n +1) 
ist. 

“Aus diesen Bedingungen lassen sich die gesuchten Werthe von ze ft 


gegebene Werthe von zn leicht finden. 


1. Es sei m eine ganze Zahl. 


In diesem Falle ist immer 
sin2m(r+n)a=0 und sinm (?2r+2n+1)=0 
Zugleich ıst 
cs2m(r+-n)r=1 und 
cos 2r+-2n +1) =— 1, für eın ungrades, und 
cos (2r+2n+1)r=+ 1, für ein grades m. 
Der Ausdruck von (2 cos x) ist also 
(2cosa) =# (cos mz+-m, cs(m—2)z-+m,cos (m—4)xw..... ) 
Das obere Zeichen gehört zu jedem beliebigen Werthe von zn, wenn cos x 
positiv ist und zu graden Werthen von zn, wenn cos x negaliv ist. Das 
untere Zeichen gehört zu ungraden Werthen von m, wenn cos x negativ ısl 
Imaginaire Werthe existiren, wenn m eine ganze Zahl ist, nicht. 
U. Es seim ein Bruch. 
A. Ist der Nenner von m cine grade Zahl, 
so kann man setzen 
y 


mn = Iu 
Da der Bruch zn anf die kleinsten Zahlen gebracht voransgesetzt wird, so 
dals v mit 22 keinen gemeinschaftlichen Theiler mehr hat, so mufs v nothwen 


dig ungra de sein. 


a. Reelle Werthe von (2cos »)". 


a. Wenn cosx positiv ist. 


Alsdann ist sin 2m (n+7) = 0, wenn 
n+r=0 undn+r=u, 
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und weil zugleich eos 2m (r+n)= +1, fün +r=0, und =— 1 für 
n-+r—=% ist, so existiren zwei reelle Werthe von (2cos x)". Sie sind 
(2cos x) = 
+] cosm (ea — 2rm) +mcos (m— 2) (@<— 27m) + m,cos (m— 4) (c—?2rr).... 

b. Wenn cos. x negativ ist 
siebt es keinen reellen Werth von (2 cos x)"; denn die Bedingung der Existenz 


solcher Werthe, nämlich die Gleichung 





(2r+2n-+1)v 
‘) 


— 


kann durch keinen ganzzahligen Werth von n erfüllt werden, weil 2r+#+2n-+ 1 


sın(2r+2n+1)mrx = sın ==eN, 
nd v, beides ungrade Zahlen sind, 2& hingegen eine grade Zahl ist und folglich 
(2r+2r+1)v 


2Uu 





für kein sanzzahliges n eine ganze Zahl sein kann. 


3. Imaginaire Werthe von (2eos &)". 
a. Wenn cos x positiv ist. 
Der Bedingung der Existenz solcher Werthe, nämlich der Gleichung 
vir#n 
( # 











cos 2m(r + n)r = cos == 0 
M 
> } ‘ 1 fr 2v 
kannn Genüge geschehen, wenn — = 2p #3, das heifst, wenn z = j 
| P 4p 1 
oder wenn 
pi 
m == nn 
4 
ist, wo p eine beliebige ganze Zahl bedeutet; und weil in diesem Falle 
. Ant 
sın 2 zn (7 + nn) ee 222 Su ur - Joa (n + 7) - 
sowohl + 1 als — { sein kann, so sind zwei imaginaire Werthe von (2cos x)" 


mörlıch. Sıe sınd 


(2 cos 2) = 
+ if cosm (x— 2rr) + m, cos(m— 2) («—2rr) + m,cos (m—4) a2. | 


b. Wenn cosx negatıy 1st 


’ 
so lalst sich die Bedingung der Exıstenz Imagınairer Werthe von (2cos x)", 


nämlich die Gleichung 


- 


| 2 T 
cos (2n +2r+1)mr = cos En. ne 


== U) 





2u 
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Füll ea ei ." A - | 
eriuliien, wenn ——- = 2D 5 «das Ncells wenn — r Er OdUCr wenn 
; 2u F ne. h r ipFi1’ 
Ap+1 
a U en 
2 


ist, wo p eine beliebige ganze Zahl bedeutet; und weil in diesem Fall 
(Ap#=1)(2n+2r-+ 1) 
Zu REIN, E ; 


) 


— 


sowohl + 1 als — 1 sein kann, so giebt es zwei imaginaire Werthe von 





sn(2n+2r +1) mr = sın 


(2cos®)- Sie sind 


r m 5 f ‘ / 
(2cosa) =Htı cosm(® — (2r+ r)-Hm, cos (m — 2) (x — (!r+1) r) 


+ m, cos (m — 4) (x — (2r + {)r) eiurz ala 


B. Ist der Nenner von m eine ungerade Zahl, 


so kann man setzen: 
y 


2u +1 


Da der Bruch m wiederum auf die kleinsten Zahlen gebracht vorausgesetzt wird, 


m ZZ 


so ist die Zahl v durch 2% + 1 nicht theilbar. 


a. Reelle Werthe von (2cos ©) - 
a. Wenn cos x positiv ıst, 


so kann 

sın2m(n+7r)x oder sın ea = ng 

za + 1 

gleich Null sein, wenn 

n+r=0 undn+r=p(2R +1). 
In diesem Falle ist also 

cos 2m(n+")zt=cosor=-+1 und 

cos 2m(n +") nr =cos2ypr =+1. 

Also giebt es ın allen Fällen immer einen reellen Werth von (2 cos ©)" 

Er ıst | 


(2cos x) == 


+] cosm(&— 2nr)-+ m, cos (m— 2) (@— nz) +m,cos(m— 4) (2 — 2nr) .... 


b. Wenn cos x negativ ist, 


so kann 
v(2n-+2r-+ 1) 





sın (2n +27 -+ 1) ma oder sın Bars m 
2 
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gleich Null sein, wenn 22 +27 +1 durch 2% + 1 theilbar ist, das heilst, 
wenn 

2n + 2r+1 

2 + 1 
ısi, wo » eine ganze Zahl bedeutet. Dieses otebt 
| pr + 1) — 1 
s 

Da 24 + 1 ungrade ist, so mufs p ungrade sein. Denn wäre p grade, so 
würde p (2& + 1) — 1 ungrade und lolglich durch 2 nicht theilbar sein. Für 
su@f2r +27r+1)mm=Dd ist 


cos (2n +27 +1) mr = cos pvr, 





—=P 


n-+7r 





i : a : ne 
nnd weil p ungrade scın muis, so oiebt es nur einen Werth + 1 von c0s 


pyvr, wenn V ungrade, und zwei Werthe + 1 und — 1, wenn y grade ist. 
. \nı 

Die reellen Werthe von (2 cos ©) 

(20052) =—J$cosm (x —2rr)+m, cos(m—2) (x —2rr) 


L_ 
+ m, cos (m—4) (x —2rrn)........ 


werden also 


er . 7 n ° a 
sein, Sie finden beide Statt, wenn v grade und nur einer wenn v ungrade ist 
’ : N u 4 m 
Imaginaire Werthe von (2 cos &) 

a. Wenn cosx positiv ist. 


Die Bedingung der Existenz solcher Werthe, nämlich die Gleichung 


| 2(n-+r)v 
cos 2m (n+i1)r=cos- ) m=( 
2m+1 





erfordert, dafs 
Z(n+tr)v_ 
2u +1 
ist, wo p eine beliebige ganze Zahl bedeutet. 
Dieses siebt An + r)’=(4p&1) (2% + 1), oder 
4p=#1) (2u + 1) 
4v 


Aber dieser Werth von an+r kann nie, wie es sein muls, eine ganze 





2p 3 


nt r = 





Zahl sein; denn die Zahlen 4p &1 und 2% -+ 1 sind beide ungrade, also ist 
der Zähler von zn + r ungrade und folglich durch 4y nicht theilbar. 
Mithm giebt es ın dem gegenwärtigen Falle keinen imaginairen Werth von 


(2cos) . 


b. Y enn 
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b. Wenn cos x negativ ist. 
Die Bedingung der Existenz imaginairer Werthe von (2 cos ©)", nämlich 
die Gleichung 
(2n+2r +1) _ 


cos (2n+2r+ 1) mx = cos t—0 
2& +1 





erfordert, dafs 
(2n+2r+1)v 


2u. +1 
wenn p eine beliebige ganze Zahl ist. Dieses giebt 
2y2n+2r+1)=(ipH1) 2a +1), 
(4pt1)(2% +1) — 2v 
Av 





=2p +35, 








oder n+r= 


Dieser Werth von 2 +7 kann aber niemals eine ganze Zahl sein; denn 
Ap=&1 und 2% + 1 sind beides ungrade Zahlen, und 2» ist grade. Also ist 
der Zähler von » + r ungrade und folglich durch den graden Nenner 4v nicht 
theilbar. 

Mithin existiren in dem gegenwärtigen Falle keine imaginairen Werthe 


von (2cosa). 


II. Es sei m irrational oder imaginair. 


In diesen Falle können die Producte 
2m(n +7) und (2r +2r-+ 1)m, 

für einen andern Werth von r als Null, niemals weder ganze Zahlen, noch un- 
grade Zahlen durch 2 dividirt, sein. Allgemein also können die Bedingungen 
(51. und 52.) nicht erfüllt werden, und folglich giebt es in dem gegenwär- 
tigen ‘Falle, allgemein, weder ganz reelle noch ganz imaginaire Werthe von 
(2 cos x)". 

Ist r = 0, so existirt für 2 = 0 ein einzelner reeller Werth von (2 cos &)", 


ın so fern cos x positiv ıst. Er ıst 


(2 cos@) =+J cosmx -+ m, cos(m — 2)x= + m, cos (m—4)x®....... 


11. 


Auf diese Weise wäre die Aufgabe vollständig aufgelöset. 
Die Gleichung 
sın na, + msn (m—2)a2,+m,sn(m—A4)&,...... ‚Ii2=0(38), 
welche eines von den Resultaten war, verdient eine besondere Aufmerksamkeit. 


1. 5 
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Diese Gleichung ist es wesentlich, aus welcher die Differenzen der verschiedenen 
Untersuchungen der Aufgabe entstehen. In der That fällt es beim ersten An- 
blick auf, dafs die Gleichung eine wechselseitige Abhängigkeit der beiden 
Grölsen mn und x von einander auszudrücken scheint. Aber da eine solche Ab- 
hängiekeit nicht Statt findet, so folgt, dals die Gleichung identisch ist. Sie ist 
dieses bekanntlich für ein ganzzahliges zı. Sie mufs es also allgemein sein. 

Die Gleichung lälst sich auch noch auf folgende Art beweisen. 

Es ıst 


vXx — ix 
e — 





sınzc= _ 
21 


Dieses giebt, wenn man der Reihe nach na, (m —2)x, (m — 4)x, etc 
statt x schreibt, 
53. smmae+m, sn(nm —2)=-+m, sn (m—4)&........ 


IimxX —-Imx 


— e — (/ 
‚ım-2)x ‚-i(m—2)x 
+ m (e — 1 ) 


i(m-4)x —-i(m-4)x 


* . . . . * . . u. Eu TR 








imx — 2IxX —41) 
=-+e (i+me +me""........) Zu 
Te Ze 
—IIRX +2ix -4iR ER 
— e (i+me + m,e* MM, IE, ) 
imx — 2ix — im» 2IXxı 9 
_e"" t+eE"y —e" Are) 
21 
+ix -ix,m —ix +ix,m 
le +e ) —(e +€e) 
2: 
Nun ıst 
+ix -ixX 
e re == 2 008 &, 


also 


54. et "+ e"")"” = (2cos a)" — [2cos «]" (+ 1)" 


cos 2mnrt #+7sın 2mnm 


—= 12 cos” "sl 
l2 cos |”. cos (2n+41)mr + !sn(2n+t)mr, 





und wenn man — 7 statt + 7 schreibt, 
cos Zmnr — ısın Zmnw 
cos (2n+4)mr — isn (2n + t)r; 
also, wenn man (28 und 29) in (27) substituirt, 
sin n=-+- m, sn (m —2) a -+-m,sın(m—4)&........ 


55. (e”* + ee a + |2cos =]. | 


56. $]2 cos =" sin 2mn«, für einen positiven Cosinus, und 


57. !f2 eos @|" sin (2r + 1) me, für einen negativen Cosinus. 














* 


> 
+?) 


mn 
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Dieser Ausdruck hat rechterhand r verschiedene Werthe für ein und das- 
selbe x, und es ist klar, dafs die Verschiedenheit der Werthe von zz nur von 
der Verschiedenheit der Zahl der Quadranten herkommen kann, in welche » fällt. 
Ein und derselbe Werth von rn wird allen x, die zwischen zwei Zeichen- 


y. 


wechseln des Gosinus liegen, gleichmälsig zukommen. Man lange z. B. die 





z von — Iwan, so wird der Ausdruck (56.) für alle x, von = — !r bis 
© =+ 7 passen, weil die Cosinus aller dieser x positiv sind. Die Zahl n 
wird irgend einen Werth haben, welcher der nämliche bleibt für alle jene x. Die- 
ser Werth von z kann sich deshalb nicht verändern, weil solches nur sprung- 
weise geschehen würde, die & aber stetig auf einander folgen. Ist nun aber 
x bis zu + 3 gekommen, so ändert der Cosinus plötzlich sein Zeichen; also 
kann dann auch 2 seinen Werth ändern. Es muls ihn sogar ändern, weil von 
@=+3;ran, der Ausdruck (56.) nicht mehr, nämlich nicht für Bogen palst, 
die gröfser sind als + 3, indem die Gosinus solcher Bogen nicht mehr positiv, 
sondern negativ sind. Für sie palst nunmehr der Ausdruck (57.), welcher 
vona=4ırbis 2=g;r gilt, und wie man sieht, hat nun 22 um eine Einheit 
zugenemmen. Eine solche Veränderung findet von neuem Statt, wenn x bis 
nach Zr gelangt ist; und so weiter. 

Verschiedene Werthe von n können also nur verschiedenen Abtheilungen 
des Umfanges, und jeder Abtheilung kann nur ein und derselbe Werth von z 
zukommen. 

Daraus lassen sich leicht die Werthe von n finden, welche einer gegebe- 
nen Abtheilung des Umfanges zugehören. Es scı z.B. : x = 0, so ist offenbar 

sn nz + m, sn(m—2)z-+m, sn (m—4)®...... 
gleich Null. Aber wenn = = 0, so ist [cos «| = -+ 1, also giebt alsdann die 
Gleichung ( 55.); 
0 = sın 2mnnx. 

Aber der nämliche Werth von rn, welcher x = 0 angehört, kommt auch, 
wie vorhin bemerkt, allen andern x zu, vn =—;r bs 2 =+!r. Also 
ist für alle diese x ebenfalls sın 2mnr = 0, folglich, vermöge der Glei- 
chung (56.) 

sinma+m, sn(m—2)z-+-m,sn(n—4)&........=0, 


für alle & zwischen — !r und + #7; welches zu beweisen war. 


5” 
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ir 


Die Gleichung 
. | “ un . „iu % = 
sinma, #m, ss(m—2)2,+m,sn(m—4)z,..........=0 
entwickelt, giebt 
o=sinmz, tm, sinmz, cos2x, + m, sınmz, cos A®, ........ 


— m, cos mx, sin 22x, — m, cos mz, sin Az, ...2...: 


oder 
58. O=sinmx, (| +m, cos 2x, m, cosAxX, ........) 
lit. s E ar ® 
cos mx, ( m, sn 2x, m, sn Az, ....... + 8 
worans 
m, sn 2x, + m, sn Ax, + m, sın 6%, ........ 





59. tangmx, = 
j 1 -+m, cos 22, + m, cos 4x, #+m, (050%, ........ 


folgt. Diese Gleichung wird also für alle & zwischen — 3 und +3” und für 
jedes beliebige m Statt finden. 
Es seı z.B: 2 =4t1, so ıst 

sin (m — 2)@, = sın mx — r)=— sın imx 

sm (m — 4)®, = sın mr — 2x) = + sin Imx 

sin (m — 6)x, = sın mr — 3r) = — sin Imx 
etc., also 

sın mx, + m, sin (m —2)z, +m,sn(m—4)&,........ 





=snzmr(1—m m, —m, m —........ 
= sın imr (1 — 1)" 
welches, wenn zn positiv, Null ist; wie gehörig. 
Es sa, =it, so ıst 
sin 22, =1,sn42, =0, nz, =—A,sındz, =0 etc. 
cos2x2,=0,cos 4x, =—1, cos 6x, =(, cos8r, =—+1 etc. 
also zufolge des Ausdrucks ( 59.) 
60. tang Imr = se Ace. 5. an. Ds AERERNE EEEREN 
u E03 At ml AP 


Es lassen sich aus dem Ausdrucke (44.) noch mehrere interessante Sätze 


herleiten. 
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4. 
Untersuchung der Wirkung einer Kraft auf drei Puncte. 


(Vom Herrn Bau-Conducteur Kossack. ) 





Au fga'be. Eine feste unbiegsame horizontale Ebene ruhe anf den drei Punc- 
ten A, B, € (Fig. 11.) und sei in @ mit dem Gewicht P belastet: man sucht 
den Druck auf die Unterstützungspuncte. 

Auflösung. Die Lage sämmtlicher Stücke sei gegeben durch die gra 
Linn GA=a, GB=b, GC=ec und durch die Winkl AGB = 
AGC=Pß. Setztman nun den Druck auf 4= 0, den Druck auf B= 0° und 
den Druck auf C= 0, so hat man, da die Pressungen Q, 0°, O0 als Kräfte 
angesehen werden können, welche mit der Last P im Gleichgewicht stehen, 

P=0+ 0' +0"; 
und in Beziehung auf AG, als Monientenachse, 


Ob sına = (Ic sın P; 


len 


hingegen in Beziehung auf BG, als Momentenachse, 
‘ . — BE I la) 
() asına= — € esın (a + P). 
Aus diesen Gleichungen erhält man für die drei unbekannten Gröfsen Fol 


gende Ausdrücke: 
— be sın (4 + P) 








m jP 
Q — besn(a +) t+ac smptabsuma' 
ac sın ß | 
U = = _— —,P, 
— besn (a+ pP) + ac sn ?+ ab sın « 
ab sn a 
= P. 





4 
® — besn (a+ pP) + ac sn + absna 
Für ? = «a folgt, wenn man zuvor Zähler und Nenner mit sır & dividirt, 


— 2be cos & 








0% - .Pp, 
— 2lbcecosa +ac+ ab 
0 ac 
— 2bcecosatac+t al 
ab 





BE 
? — 2bccosatac+ab 
Für a = 180°, oder für den Fall, dals die drei OS. < Aa ir! 


einer graden Linie Kr ergiebt sich : 
2be Acc ab 


= m Jr N — ) 
er 2bc +ac+tab “S. —2be t-nac Hab" d 2be+ac#kalb ‚P. 


.—— EEE 
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N 
Einige geometrische Sätze. 


(Von Ilerrn Steiner.) 





— .— 


6 


i- olgender Satz ist bekannt: 

„Wenn die drei graden Linien Aa, Bb, Ce (Fig. 1.), welche die Ecken 
zweier in einerlei Ebene liegenden Dreiecke ABC, abe paarweise verbinden, 
sich in einem und demselben Punct $ treffen, so liegen die drei Schneidepuncte 
aß, ay, &y, in welchen die entsprechenden Seiten AB und ab, BC und be 
CA, und ca sich paarweise kreutzen, in einer graden Linie.” Und umgekehrt: 

„Liegen die Schneidepuncte aß, ay, Py, in welchen die Seiten zweier ın 
einerlei Ebene liegenden Dreiscke ABC, abe sich paarweise kreutzen, in 
einer graden Linie; so treffen sich die drei graden Linien Aa, Bb, Cc, welche 
die entsprechenden Eckpunete der beiden Dreiecke paarweise verbinden, in 
einem und demselben Puncte 8.” 

2 

Es findet ein analoger Satz ım Paaume Statt, aus welchem sich verschiedene 
interessante Folgerungen ziehen lassen, nämlich folgender Satz: 

„Treffen die vier graden Linien Aa, Bb, Cc, Dd (Fig. 2.), welche die 
Ecken zweier beliebigen viereckigen Körper ABCD, abcd paarweise verbin- 
den, sich in einem und demselben Puncte S: so liegen die vier Linien, in wel- 
chen sich die entsprechenden Seitenflächen der beiden Körper paarweise schnei- 
den, oder die sechs Puncte aß, ay, ad, Py, ßd, yd, in welchen sich die 
entsprechenden Kanten (AB und ab, AC und ac, AD und ad, BC und be, 
BD und bd, CD und ed) schneiden, in einer und derselben Ebene (E).” Und 
umgekehrt: 

„Liegen die vier graden Linien, in welchen sich die Seitenflächen irgend 


zweier viereckiger Körper paarweise schneiden, zusammen in einerlei Ebene 
(E): so treffen sich die vier graden Linien da, Bb, Cc, Dd, welche die ent- 
sprechenden (d. h. die den gepaarten Seitenflächen gegenüber stehenden) Ecken 


der Körper paarweise verbinden, in einem und demselben Puncte $.” 
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Denn im ersten Falle dieses Satzes folgt aus der Voraussetzung: dals die Ecken 
der beiden Körper paarweise mit dem Puncte $ in graden Linien liegen, unmit- 
telbar, dals jede zwei entsprechende Kanten der beiden gegebenen Körper mit 
dem Puncte S in einer Ebene liegen. So liegen z. B. die beiden Kanten AB, ab 
offenbar in der Ebene ASP. Daher treffen zwei solche Kanten sich in einem 
Puncte «ß, und mithin schneiden sich die entsprechenden Kanten der beiden 
Körper in den sechs Puncten aß, ay, ad, Ay, Bd, yd. In je zwei entspre- 
chenden Seitenflächen (z. B. ABC, abe) liegen drei Paare entsprechender Kan- 
ten (ABundab, BC und de, CA und ca); daher liegen die drei Durch- 
schnittspuncte (aß, ay, Ay) dieser drei Kantenpaare nothwendig in der Durch- 
schnittslinie der beiden Seitenflächen, mithin in einer graden Linie. Da es aber 
vier Paare entsprechender Seitenflächen giebt; so liegen von den sechs Durch- 
schnittspuncten der sechs Paare entsprechender Kanten, vier mal drei in einer 
graden Linie, woraus folgt, dafs diese sechs Puncte zusammen in einer und der- 
selben Ebene (.E) liegen. 

Der Beweis für den zweiten Fall des obigen Satzes ergiebt sieh hieraus von 
selbst. Ferner ıst leicht zu schen, dafs der Beweis des Satzes Nr. 1. unmittel- 
bar aus dem vorliegenden folgt, wenn man annimmt: die Seitenflächen ABC 


und abe der beiden Körper liegen in einerlei Ebene. 


3. 

Da die Ebene (.E), in welcher die sechs Schneidepuncte der sechs Paare 
entsprechender Kanten, oder der vier Durchschnittslinien der vier Paare entspre- 
chender Seitenflächen der beiden Körper liegen, durch die Durchschnittslinie 
(?y6) der beiden Seitenflächen BCD, bed und durch den Durchschnitts- 
punct («?) der beiden Kanten AB, ab bestimmt ist, so behält sie, in Bezug 
auf die beiden Körper, dieselbe Eigenschaft, wenn auch die übrigen Eckpuncte 
D,C, d, c, ohne aus den zugehörigen Ebenen BCD, bed herauszutreten, und 
ohne aufzuhören paarweise mit dem Puncte $ mn graden Linien (S4D, Sc) 
zu liegen, ihre Lage beliebig ändern. Daraus folgt Nachstehendes: 

„Sind irgend zwei Ebenen BCD, bed und drei beliebige Puncte S, a, A, 
die in einer graden Linie liegen, gegeben, und man zieht aus emem der drei 
Puncte, z. E. aus S, eine willkürliche Linie $JD, welche die beiden Ebenen 
ın den Puncten d und D schneidet, und verbindet diese beiden Puncte J und 
mit den beiden übrigen gegebenen Puncten a, 1 durch die Linien da, D.A: so 
ist der Ort des Durchschnittspunets (&d) dieser beiden Linien eine bestimmte 
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Ebene (#), welche durch die Durchschnittslinie ($yd) der beiden gegebenen 
Ebenen geht.” Und umgekehrt: 

„Sind drei beliebige Ebenen BCD, bed und (E), die sich in einer gra- 
den Linie (Ay) schneiden, nebst zwei beliebigen Puncten A, a gegeben, und 
ınan zieht aus einem willkürlichen Puncte («d) der einen Ebene (E), durch die 
beiden gegebenen Puncte zwei Linien, welche die beiden übrigen Ebenen in 
den Puncten D, d schneiden, so liegen diese beiden Puncte D, d immer mit 
einem und demselben Puncte S in einer graden Linie, und es liegt dieser Punct 
$ zugleich mit den beiden gegebenen Puncten A, a in einer graden Linie; oder: 

„Nimmt man in der Ebene (.E) eine willkürliche Linie (ayd) an, legt durch 
diseelbe und durch die beiden gegebenen Puncte (A, a) zwei Ebenen, welche die 
beiden übrigen gegebenen Ebenen BCD, bed, in den Linien DC, de schnei- 
den: so hegen diese beiden Durchschnittslinien in einer Ebene, und diese Ebene 
geht immer durch einen bestimmten Punct S, welcher mit den beiden gegebenen 
Puncten (A, a) in einer graden Linie liegt.” 

4. 

Hieraus folgt weiter, dals der obige Satz Nr. 2. noch allgemeiner Statt fin- 
det, nämlich, dafs er nicht blos für zwei viereckige Körper, sondern für jede 
zwei vielseitige Pyramiden gilt; welches folgenden Satz giebt: 

„Treffen die graden Linien, welche die Eckpuncte zweier beliebigen n sei- 
tigen Py ramiden paarweise verbinden, in einem und demselben Puncte $ zu- 
sammen: so liegen die Durchschnittslinien der entsprechenden Seitenflächen der 
beiden Körper, so wie auch die Durhschnittspuncte der entsprechenden Kanten, 
(diese Durchschnittspuncte liegen ın jenen Durchschnittslinien) zusammen in 
einer und derselben Ebene.” Und umgekehrt: 

„Liegen die Durchschnittslinien, in welchen die Seitenflächen zweier nseiti- 
gen Pyramiden, paarweise genommen, einander schneiden, oder liegen die Durch- 
schnittspuncte, ın welchen die paarweise genommenen Kanten zweier n seitigen 
Pyramiden einander schneiden, zusammen in einer und derselben Ebene: so tref- 
fen sich die graden Linien, welche die entsprechenden Ecken der beiden Körper 
paarweise verbinden, in einem und demselben Puncte $." 

5. 


Man kann die obigen Sätze auch mit andern Worten wie folgt ausdrücken: 


„Sind A, a die Scheitel zweier beliebigen gegebenen Kegel (vom zten 
Grade), deren Grundllächen in den Ebenen BCD, bed liegen, und liegen die 
beiden Grundllächen aulserdem in einem Kegel, dessen Scheitel $ mit den Schei- 

teln 
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teln A, a der gegebenen Kegel in einer graden Linie liegt: so schneiden sich die 
beiden gegebenen Kegel (über ihre Grundflächen hinaus verlängert, wenn es 
erforderlich ist) in einer ebenen Curve, deren Ebene (E) durch die Durch- 
schnittslinie (#yd) der Grundflächen der beiden gegebenen Kegel geht.” Oder 
was dasselbe ist: 

„Liegen die Scheitel S, a, A dreier Kegel (nten Grades) in einer graden 
Linie SaA, und es schneiden irgend zwei dieser Kegel den dritten in zwei 
ebenen Curven: so schneiden auch diese beiden Kegel einander in einer ebenen 
Curve, und die Ebenen dieser drei Durchsehnitts-Curven schneiden sich zusam- 
men ın einer und derselben geraden Linie.” Und umgekehrt: 

„Schneiden sich die Mantelflächen irgend zweier gegebenen Kegel (nten 
Grades) in einer ebenen Curve, deren Ebene zugleich durch die Durchschnitts- 
linie der beiden Grundflächen der Kegel ‚geht: so liegen die beiden Grundilä- 
chen der gegebenen Kegel zusammen in einem dritten Kegel, dessen Scheitel mit 
den Scheiteln der beiden gegebenen Kegel in einer graden Linie liegt.” Oder 
was auf dasselbe hinauskommt: | 

„Schneiden irgend zwei gegebene Kegel (A, a,) einander in einer ebenen 
Curve, und man nimmt in der Ebene (#) dieser Curve eine willkürliche Linie 
(ZyJ) an, legt durch diese Linie zwei willkürliche Ebenen, welche die gege- 
benen Kegel respective in zwei ebenen Curven schneiden: so liegen diese beiden 
letzten Curven immer zusammen ın einem Kegel, dessen Scheitel ‚S stets ın der 
graden Linie (1a) liegt, welche durch die Scheitel der beiden gegebenen Ke- 
gel geht.” 

6. 

Da man einen Zylinder als einen Kegel anschen kann, dessen Scheitel in 
unendlicher Entfernung liegt, so gelten die obigen Sätze in gleichem Sinne auch 
für Zylinder und lauten in diesem speziellen Falle wie folgt: 

„Sind die Kanten dreier gegebenen Zylinder (nten Grades) mit einer Ebene 
parallel, und schneidet von je zweien jeder den dritten in einer ebenen Curve: 
so schneiden sich auch |diese beiden Zylinder in einer ebenen Curve, und es 


schneiden sıch die Ebenen dieser drei genannten Curven in einer und dersel- 


ben graden Linie.” Und umgekehrt: 

„Schneiden zwei beliebige Zylinder (ren Grades) einander ın einer ebe- 
nen Curve, und man nimmt in der Ebene (.E) dieser Curve eine willkürliche 
Linie (3yJd) an, und legt durch diese Linie zwei willkürliche Ebenen, welche 
die gegebenen Zylinder respective in zwei ebenen Curven schneiden: so liegen 
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diese beiden letztgenannten Curven zusammen in einem dritten Zylinder und die 
Kanten desselben, nebst den Kanten der beiden gegebenen Zylinder, sind stets 
mit einer und derselben Ebene parallel.” 

7 

Ein anderer besonderer Fall ist derjenige, wo man die vorhin betrachte- 
ten Kegel auf den zweiten Grad beschränkt. In diesem Falle findet Foigen- 
des Statt: | 

I. „Berührt von zwei Kegeln vom zweiten Grade jeder beide Flächen eines 
und desselben Flächenwinkels: so schneiden diese beiden Kegel einander in 
zwei ebenen Curven (zweiten Grades ).” 

Denn man stelle sich zwei Kegel A, @ und zwei Ebenen E, e, von denen 
jede jene beiden Kegel berührt, vor: so berührt z. B. die Ebene .E jeden der 
beiden Kegel A, a in einer graden Linie; und ın dem Puncte P, in welchem 
diese beiden Linien sich schneiden, berührt sie beide Kegel zugleich: eben so 
berührt die andere Ebene e beide Kegel zugleich, in einem Puncte p. Man denke 
sich ferner durch diese beiden Puncte P, p und durch irgend einen Punct Y; 
welcher im Durchschnitte der beiden Kegelflächen liegt, eine Ebene .E, gelegt: so 
wird diese Ebene E, von den beiden Kegelfllächen 4, @ in zwei Curven zweiten 
Grades C, c, und von den beiden Ebenen E,e ın zwei graden Linien Z, / ge- 
schnitten, und es berührt nothwendig die Linie L beide Curven C, € zugleich, 
in dem Puncte P, so wie die Linie Z dieselben zugleich in dem Puncte p be- 
rührt, und nothwendiger \WVeise gehen auch beide Curven C, e durch den Punet 
g. Daes aber bekanntlich unmöglich ist, dals zwei Curven vom zweiten Grade 
C,c, einander in zwei Puncten P, p berühren und aulserdem noch in einem 
Puncte 9 schneiden, so folgt, dals die beiden vorausgesetzten Curven Ü, e 
ein und dieselbe Curve sind, in welcher die beiden Kegelflächen A, @ sich 
schneiden. 


Da aber, wie sich aus der Anschauung ergiebt, der Durchschnitt der bei- 
den Kegelflächen aus zwei Theilen besteht, so ist jeder derselben eine ebene 
Curve, und daher schneiden sich die beiden Kegel A, a, unter den vorausge- 
setzten Bedingungen, in zwei ebenen Gurven zweiten Grades. 

Aus dem vorliegendem Satze folgt unmittelbar der nachstehende: 

11. „Wenn irgend zwei Kegel vom zweiten Grade einander in einer ebenen 

Curve © schneiden, so schneiden sie einander, im Allgemeinen, noch in einer 


zweiten ebenen Curve. 


Denn wenn zwei Kegel vom zweiten Grade einander in einer ebenen Curve 
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C schneiden, so kann man im Allgemeinen durch die Linie, welche die Scheitel 
der Kegel verbindet, immer zwei Ebenen legen, von denen jede die genannte 
ebene Durchschnitis-Curve C, und somit beide Kegel berührt; woraus der Satz 
vermöge des vorigen folgt. Geht aber die Linie, welche die Scheitel der Kegel 
verbindet, durch den von der genannten Curve € eingeschlossenen Raum, so 
dafs keine Ebene beide Kegel zugleich berühren kann, so kann der vorliegende 
Satz, durch Hülfe der harmonischen Proportion, allgemein bewiesen werden : 
wovon im Zusammenhange mit andern ähnlichen Betrachtungen, an einem an- 
dern Orte. 

Aus dem Obigen folgt, dals wenn die in den Sätzen Nr. 5. vorkommen- 
den drei Kegel vom zweiten Grade sind: so schneiden sie sich, unter den dor- 
tigen Bedingungen, paarweise ın sechs ebenen Curven. Um weiter bei den Fol- 
gerungen aus diesen Sätzen der Einbildungskraft zu Hülfe zu kommen, nehme 
man an: Fig. 3. sei der Schnitt einer Ebene mit drei Kegeln vom zweiten Grade, 
deren Scheitel in einer graden Linie liegen und welche einander in sechs ebenen 
Curven schneiden: nämlich $, a, 4 seien die Scheitel, und die drei Winkel 
BSE, Bad, ß Ace seien die Durchschnitie der Ebene mit den drei Kegeln; so 
gehen die Ebenen der beiden Curven, in welchen die beiden Kegel S und « 
einander schneiden, durch die beiden Linien de und de; eben so gehen die 
Ebenen der beiden Curven, in welchen sich die beiden Kegel $ und 4 schnei- 
den, durch die beiden Linien BC und DE; desgleichen gehen die Ebenen der 
beiden Curven, in welchen sich die Kegel a und A schneiden, durch die Linien 
Ry und de. 

Nun schneiden sich, zufolge des obigen Satzes (Nr. 5.), die drei Ebenen 
bc, BC und £Y (d. h. die oben genannten Ebenen, welche respective durch die 
in der Figur verzeichneten Linien dc, BC und Ay gehen) in einer Linie L, 
(welche die Ebene der Figur in dem Puncte L, schneidet); nach demselben 
Satze schneiden ferner auch die drei Ebenen #c, DE und ed einander in einer 
Linie L,, desgleichen die drei Ebenen de, BC und de in einer graden Linie 
L_, und eben so schneiden die drei Ebenen ed, ED und £y einander in einer 
graden Linie L.. 

Bemerkt man ferner, dafs, wenn z. B. die beiden Linien L,, L,, welche 
in einerlei Ebene dc liegen, sich in einem Puncte .P treffen, alsdann nothwen- 
dig die fünf Ebenen be, BC, DE, %y, de durch diesen nämlichen Punct P 
gehen, und dafs daher nothwendig auch die sechste Ebene de, so wie auch die 
beiden übrigen Linien L,, L, durch denselben Punct P gehen: so folgt, dafs 


® 
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die sechs Ebenen de, de, BC, DE, By, de, so wie auch die vier Linien 
L,d,,L,L, im Allgemeinen immer in einem und demselben Puncte P zu- 
sammentrefllen, und nur in dem besondern Falle, wo dieser Punct sich ins Un- 
endliche entfernt, mit einer und derselben graden Linie parallel sind. 

Aus allen diesem zusammengenommen zieht man folgenden Satz *): 

I. „Liegen die Seheitel S, a, A dreier gegebenen Kegel BSE, Bad, BP As 
vom zweiten Grade, welche einander in ebenen Curven schneiden, in einer gra- 
den Linie $a_4: so schneiden sich von den sechs Ebenen (de, de, BC, DE, 
Py, de) der sechs Durchschnitts-Curven, vier mal drei in einer graden Linie 
(L, . Apr L,L.)» und alle sechs Ebenen, so wie auch diese vier Linien L ’ L,; 
L,,L,, schneiden einander, zusammen in einem und demselben Puncte P (oder 
sind zusammen mul einer und derselben graden Linie parallel.” 

8. 

Die in (Nr. 7.) enthaltenen Sätze über die Kegel vom zweiten Grade, sind 
nur spezielle Fälle von folgenden allgemeinern Sätzen über die Flächen vom 
zweiten Grade überhaupt, welche wir ohne Beweis ‚hinzufügen und welche an 
einem andern Orte, durch eben so einfache geometrische Betrachtungen be wie- 
sen werden sollen. 

I. „Wenn zwei beliebige Flächen zweiten Grades einander in einer ebenen 
Curve schneiden: so schneiden sie sich im Allgemeinen noch in einer zweiten 
ebenen Curve.” (II. Satz Nr. 7.) 

II. „Alle grade Linien aus emem Puncte $, welche eine gegebene Fläche 
vom zweiten Grade berühren, liegen m einer Kegelfläche zweiten Grades, und 


'gebene Fläche in einer ebenen Curve vom zwei- 


alle zusammen berühren die g 
ten Grade.” 
Oder mit andern Worten: 

„Legt man an eine gegebene Fläche zweiten Grades, aus einem aufser- 
halb, beliebig angenommenen Puncte $, einen Berührungskegel, so ist dieser 
Kegel vom zweiten Grade, und berührt die gegebene Fläche in einer ebenen 
Curve vom zweiten Grade.” 

9) In Bezug auf die Durchsehlmitisfigur folgenden Satz: 
„Liegen die Scheitel $, @, „/ dreier gradliniger Winkel BSE, 3aö, BAs, welche in 
len Linie $a_ 4: so schneiden sich von den sechs Diago- 


eineriei Ebene liegen, in einer gra 


nalen be, de, BC, DE, By, 8: der drei Vierecke ddece, BDCE, Böys, welche jene 
Winkel paarweise mit einander bilden, vier mal drei in einem Puncte, nämlich in den vier 


Puüncten Ey, Lu Ei 


4’ 

















Steiner, geometrische Sätze. 45 


. 


III. „Berühren zwei beliebige Flächen vom zweiten Grade einander in 
mehr als zwei Puncten: so berühren sie einander in einer ebenen Curve vom 
zweiten Grade.” 

IV. „Berühren zwei beliebige Flächen vom zweiten Grade, eine dritte 
solche Fläche in ebenen Curven: so schneiden sie sich in ebenen Curven.” 

Da zwei Ebenen zusammengenommen als eine Fläche vom zweiten Grade 
zu betrachten sind, so ist der erste Satz Nr. 7. ein spezieller Fall des gegen wär- 
tigen. Ein anderer spezieller Fall ist folgender: 

„Jede zwei Zylinder vom zweiten Grade, welche zugleich entweder zwischen 
oder aufserhalb zwei parallelen Ebenen liegen, (und also elliptische oder hy 
perbolische Zylinder sind) und diese Ebenen berühren, schneiden einander in 
zwei ebenen Curven vom zweiten Grade.” 

V. „Zwei beliebige ebene Curven, welche in einer und derselben Fläche 
zweiten Grades liegen, bestimmen zusammen zwei Kegel vom zweiten Grade, 
d. h., die beiden Curven liegen zugleich in zwei bestimmten Kegeln zweiten 
Grades.” Oder mit andern Worten: „Bewegt man eine Ebene, welche zwei 
ebene Curven, die in einer und derselben Fläche zweiten Grades liegen, berührt, 
auf die Weise, dals sie die beiden Curven immerfort berührt: so geht die Ebene 
immer durch einen bestimmten Punct S, und dieser Punect S ist der Scheitel 
eines Kegels (zweiten Grades), welcher durch die beiden genannten Curven 
geht, und welcher stets von der Ebene berührt wird.” Da aber die Ebene aut 
zwei verschiedene Arten an die beiden CGurven gelegt werden kann, so liegen die 
beiden Curven zugleich in zwei bestimmten Kegeln. 

Insbesondere folgt hieraus: 

„Macht man in irgend einem gegebenen Kegel zweiten Grades zwei belie- 
bige ebene Schnitte: so liegen die beiden Durchschnitts-Curven zugleich in 
einem andern Kegel vom zweiten Grade.” 

Ferner kann aus dem obigen Satze der folgende abgeleitet werden: 

„Legt man durch einen willkürlichen Punkt P, [in einer Fläche vom zwei- 
ten Grade ] eine Berührungsebene (E), und ferner aus demselben Punct .P, 
durch beliebige ebene Curven, welche in der Fläche liegen, Kegel: so schneide! 
jede Ebene, welche mit der genannten Berührungsebene (E) parallel ist, alle 
diese Kegel (sammt der gegebenen Fläche) in ähnlichen Curven zweiten Gra- 
des.” Oder mit andern Worten: 


„Projizirt man aus einem willkürlichen Puncte P, der in einer gegebenen 


Fläche vom zweiten Grade liegt, beliebige ebene Curven, welche in derselben 
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Fläche liegen, auf eine Ebene, welche mit der in dem Punct P an die Fliche 
gelegten Berührungsebene parallel ist: so sind die Projectionen sämmtlich ähn- 


. \ ® y % 
liche Curven vom zweiten Grade. 


VI. „Wenn von drei beliebigen gegebenen Flächen zweiten Grades, ie 
zwei einander in ebenen Curven schneiden: so schneiden sich von den sechs 
Ebenen dieser sechs Durchschnitts-Curven [je zwei Flächen schneiden einander 
in zwei Ebenen Curven (1.) ], vier mal drei in einer oraden Linie, und alle sechs 
Ebenen, oder diese vier graden Linien schneiden sich zusammen in einem und 
demselben Puncte P.” 

Der Beweis dieses Satzes folgt aus (V. und Nr. 7. INM.). 


Aus dem vorliegenden Satze kann leicht der folgende abgeleitet werden. 


VI. „Wenn in einer Ebene irgend zwei beliebige Curven zweiten Grades 
gegeben sind, und man legt durch jede derselben eine willkürliche Fläche zwei- 
ten Grades, jedoch so, dals die beiden Flächen einander in zwei ebenen Curven 
schneiden: so schneiden die Ebenen dieser beiden Durchschnitts-Curven die 
gegebene Ebene in zwei eonstanten Linien L, 2.” 

Diese beiden Linien Z, Z haben ın Bezug auf die beiden gegebenen Curyen, 
eine der merkwürdigsien Eigenschaften zweier beliebigen Kegelschnitte in einer- 
lei Ebene. Nimmt man nämlich in einer der beiden Linien L, / (z.B. Fig. 6.) 
einen willkürlichen Punct P an, legt aus diesem Punct an jede der beiden gege- 
benen Curven, zwei Tangenten, welche die Curven in den vier Puncten A, B 
und «, & berühren, verbindet ferner diese vier Puncte A, B,a, 5 paarweise durch 
sechs grade Linien, von denen sich Ja und Bb in einem Puncte $, Ab und Ba 
in einem Puncte 7, und A.B und a5 ın einem Puncte Q schneiden: so bleiben 
die Puncte S und 7’ constant, wie auch der angenommene Punct P unter der 
festgesetzten Bedingung seine Lage ändert; dagegen ist der Ort des Puncts Q, 
dieselbe grade Linie Z oder Z, in welcher sich der Punct P befindet. Liegt der 
Punct P im Durchschnitt (D) der beiden Linien L, 7: so liegen die vier Be- 
rührungspuncte 4, D,, a,, b,, der aus demselben an beide Curven gelegten 
Tangenten, in einer graden Linie, welche durch die beiden Puncte $ und 7 
seht: diese Eigenschaft kommt nur diesem Puncte D allein zu. 

Ferner: Legt man die vier gemeinschaftlichen Tangenten an die beiden 
ebenen Curven (d. h., diejenigen vier graden Linien, von welchen jede beide 


OEeO 
De —- 
« « 


Curven zugleich berührt): so schneiden sich zwei derselben in dem genannten 


Pıncte 8 und die beiden übrigen in dem Puncte 7. Dadurch läfst sich auch 
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mit Hülfe der beiden Linien Z, /, die meines Wissens noch nicht geometrisch 
gelösete Aufgabe: 

„An zwei gegebene, in einerlei Ebene liegende Kegelschnitte eine gemein- 
schaftliche Tangente zu legen,” leicht auflösen. 

Endlich ist zu bemerken, dafs, im Fall die gegebenen Curven einander in 
vier Puncten A, B, C, D schneiden, drei Systeme zweier zusammengehörigeı 
Linien L, 2 vorhanden sind. Nämlich jede zwei von den sechs gemeinschafili- 
chen Sehnen der beiden Curven, welche zusammen durch alle vier Schneide- 
puncte A, B,C, D gehen (also AB und CD, AC und BD, AD und 2C) 
sind ein solches Linien -Paar ZL, /. 

VII. „Der Ort des Scheitels eines graden Kegels vom zweiten Grade, wel- 
cher eine der Grölse und Lage nach gegebene Fläche vom zweiten Grade in 
einer ebenen Curve berührt: ist eine ebene Curve vom zweiten Grade.” 

Ist z. B. die gegebene Fläche ein Ellipsoid: so ist der Ort des Scheitels 
desjenigen graden Kegels, welcher diese Fläche in einer ebenen Curve berührt, 
eine Hyperbel. Diese Hyperbel hat folgende merkwürdige Beziehungen zn 
dem Ellipsoid: 

a. Die Hyperbel liegt in der Ebene (AC) der kleinsten (C) und grölsten 
Axe (4) des Ellipsoids; ihre Hauptaxe hegt ın der gröfsten Axe (A) des Ellip- 
soids, und ihr Mittelpunet fällt mit dem Mittelpunct des Ellipsoids zusammen. 

P. Die Axen der Hyperbel sind der Gröfse nach gleich den Excentricitäten 
derjenigen beiden Eilipsen, in welchen die beiden Ebenen der Axen (AB), ( BC) 
das Ellipsoid schneiden. Sind also @, d, e die halben Axen des Ellipsoids, so ist 
die Gleichung der Hyperbel: 

(a? — b’) #— (b’ — ec?) a’ = — (a? — DR) (b? — ce) 
wo die Coordinaten x, z respective mit den Axen A, C des Ellipsoids parallel sind. 

y. Die Hyperbel schneidet die Oberfläche des Ellipsoids, in denjenigen vier 
Puncten, ın welchen diese Fläche von vier Ebenen berührt wird, die mit Ebenen 
parallel sınd, welche das Ellıpsoid in Kreisen schneiden. 

Eine andere merkwürdige Eigenschaft der vier Puncte, in welchen die Hy- 
perbel die Oberfläche des Ellipsoids schneidet, und welche Monge „Ombilies’ 
nennt, wird von ihm bewiesen (Application de U Analyse a la Geometrie 
$.XVI. p. 121.) 

Ein gegebenes Ellipsoid kann also nur von zwei graden Zylindern (zweiten 


Grades) in ebenen Curven berührt werden; die Axen dieser beiden Zylinder 


bilden die Asymptoten der genannten Hyperbel. 
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IX. Bekanntlich bestimmt jeder Kreis, in der Oberfläche einer Kugel, mit 
deren Mittelpunet zusammen, einen graden Kegel; und umgekehrt: jeder grade 
Kegel, dessen Scheitel im Mittelpuncte einer Kugel liegt, schneidet die Fläche 
der Kugel in zwei Kreisen. Dieser Satz findet aber nicht bei der Kugel allein, 
sondern allgemeiner, wie folgt, Statt. 

„Bewegt sich irgend eine Curve vom zweiten Grade um ihre Hauptaxe (in 
welcher die Brennpuncte liegen ), so beschreibt sie eine Fläche zweiten Grades, 
welche mit der beschreibenden Curve einerlei Brennpuncte hat, und jede belie- 
bige ebene Curve, welche in dieser Fläche liegt, bestimmt mit jedem der beiden 
Brennpuncte einen graden Kegel. Umgekehrt: jeder grade Kegel, dessen Schei- 
tel in einem der beiden Brennpuncte liegt, schneidet die genannte Fläche in 
zwei ebenen Curven. ” 

Ist die erzeugende Curve eine Parabel, so ist einer ihrer Brennpuncte un- 
endlich weit entfernt. Jede ebene Curve also, welche man in diesem Falle in 
der genannten Fläche annimmt, hiegt ın einem graden Zylinder (zweiten Grades), 
dessen Axe mit der Drehaxe parallel ist; und umgekehrt: jeder grade Zylinder 
zweiten Grades, dessen Axe mit der Drehaxe parallel ist, schneidet die genannte 
Fläche in einer ebenen Curve. 

X. „Sind zwei Ebenen der Lage nach und ist in der einen eine Curve vom 
zweiten Grade der Lage und Grölse nach gegeben: so ist der Ort des Scheitels 
desjenigen Kegels k vom zweiten Grade, welcher durch diese Curve geht, und 
dessen Schnitt mit der andern Ebene ein Kreis ist, eine ebene Curve vom zwei- 
ten Grade.” 

Ist z. B. die gegebene Curve eine Ellipse, so ist der Ort des Scheitels des 
genannten Kegels 7 eine Hyperbel; und umgekehrt: ist die gegebene Curve eine 
N, perbel ‚so ist der Ort des Scheitels des Kegels k eine Ellipse; und ist endlich 
die gegebene Curve eine Parabel, so ist auch der Ort des Scheitels des Kegels k 
eine Parabel. Ferner: 

„Die Mittelpuncte zn, M.... der Kreise m, M.... (Fig. 4.) in welchen 
der genannte Kegel k die zweite Ebene schneidet, liegen immer in einer graden 
Linie AD), welche auf der Durchschnittslinie PD der beiden gegebenen Ebenen 
(ADP, EDP.) senkrecht steht; und legt man ans irgend einem Puncte .P der 
Durchschnittslinie PD, Tangenten Pn, PN an die Kreise m, M....., so sind 
alle diese Tangenten einander gleich, dh. PR=PN=........” 

„Legt man an die gegebene Curve (C) zwei Tangenten BB, 5b, welche 


mit der Durchschnittslinie DP der beiden gegebenen Ebenen parallel sind: so 


bestim- 
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bestimmen die beiden Berührungspuncte .B, 5 dieser Tangenten einen Durch- 
messer Pb, welcher mit der vorhin genannten Linie AD, m dem Puncte D 
zusammentrifft. Die genannte Curve, welche der Ort des Scheitels des Kegels 
k ist, liegt immer in der Ebene ADE und hat mit der gegebenen Curve (EC) 
den Durchmesser BD gemein. 

XI. „Sind zwei Ebenen der Lage nach, und ist in der einen eine beliebige 
Curve (C) vom zweiten Grade, der Lage und Gröfse nach gegeben: so ist der 
Ort des Scheitels desjenigen Kegels (A), welcher durch diese Curve geht, und 
dessen Schnitt mit der andern Ebene eine gleichseitige Hyperbel ıst, eine Fläche 
( F') vom zweiten Grade.” Nämlich: 

a) Ist die gegebene Curve C eine Ellipse: so ist die Fläche 7" die Ober- 
fläche eines Ellipsoids, welches mit der gegebenen Ellipse einerleı Mittel 
punet hat. 

ö) Ist (C) eine Hyperbel, so ist (F) eine hyperbolische Fläche zweiten 
Grades, und zwar: 

a) Wenn die Durchschnittslinie (PD) der beiden gegebenen Ebenen nuı 
einen (oder gar keinen) Zweig der gegebenen Hyperbel (EC) schneidet: so 
ist die Fläche (7) eine zweitheilige hyperbolische Fläche zweiten Grades 
(hyperboloide a deux nappes). 

P) Wenn die genannte Durchschnittslinie (PD) beide Zweige der gegebenen 
Hyperbel schneidet: so ist die Fläche (F’) eine einfache hyperbolische 
Fläche zweiten Grades (hyperboloide a une nappe). 

ec) Ist (C) eine Parabel, so ist ( F') eine elliptisch - parabolische Fläche zwei- 
ten Grades (paraboloide elliptique). 

d) Sind (C) zwei sich schneidende grade Linien (welche zusammen als eine 
Hyperbel betrachtet werden können): so ist (F) eine Kegelfläche zweiten Grades. 

e) Sind (C) zwei parallele grade Linien: so ist Z” die Fläche eines ellıpti- 
schen Zylinders. 

In den beiden letztern Fällen (d und e) treten aber an die Stelle der ver- 
langten gleichseitigen Hyperbel, zwei sich rechtwinklig schneidende grade Linien, 
welche als eine gleichseitige Hyperbel betrachtet werden können. 

Die so eben genannten Flächen zweiten Grades sind «diejenigen, welche von 
einer Ebene in einem Kreise geschnitten werden können; und zwar wird in 


jedem der obigen Fälle die Fläche (FF) von einer Ebene, welche mit der zwei- 


ten gegebenen Ebene (ADP) parallel ist, in einem Kreise geschnitten. 


I. 7 
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Es ist zu bemerken, dafs nicht jede Fläche zweiten Grades durch eine Ebene 
in einem Kreise geschnitten, oder wie man sagt, durch Bewegung eines (veränder- 
lichen) Kreises erzeugt werden kann. Aulser dem hyperbolischen und parabo- 
lischen Kegel und dem Systeme zweier Ebenen ıst hiervon die hyperbolisch - pa- 
rabolische Fläche zweiten Grades (paraboloide hyperbolique) ausgenommen. 
Biot: (Essar de Geometrie analytique, S. 271.) schlielst diese Fläche nicht 
aus; und Monge: (Application de !_ Analyse a la Geometrie) sagt S. 45. 
ausdrücklich, dals die Fläche durch die Bewegung eines veränderlichen Kreises 
erzeugt werden könne. Das von uns behauptete Gegentheil läfst sich kürzlich 
wie folgt zeigen. 

Die Gleichung der genannten Fläche (für rechtwinklige Coordinaten) ist 
bekanntlich 

PEN EAIP Ener urn nee AL 

Wird die Fläche (A) von einer beliebigen Ebene, welche durch die Gleichung 

z =uay +bzH+ ec... .(B) 
gegeben ist, geschnitten: so ist die Projection der Durchnitts-Curve auf die 
Ebene der (yz) 

P#—py’=—pPlay+bz+c)........(C), 

welches, da 2° und y” verschiedene Zeichen haben, die Gleichung der Hyperbel 
ist. Mithin ist auch die Durchschnitts- Curve selbst eine Hyperbel. Es ist klar, 
dafs die Curve (GC) und also auch die Durchschnitts-Curve immer eine Hyperbel 
ist, wenn man in der Gleichung (B) der schneidenden Ebene entweder y oder z 
oder y und z gleich 0 setzt, d. h. wenn die schneidende Ebene (B) entweder mit 
y, oder mit z, oder mit y und z parallel ist. Nimmt man dagegen an, die schnei- 
dende Ebene seı mit x parallel, so dals ihre Gleichung 

BBPCEO . re (D) 
ist, so hat man für die Projection der Durchschnitts-Curve auf die Ebene der (xz) 


P’ — Pr Ber 


—) 5.2 7 „7 ZRRERERRERERDEBE 4 7, A 
welehes, wie man sieht, die Gleichung der Parabel ist; und mithin ist auch die 





d 


Durchschnitts - Curve selbst eine Parabel. 
Die Fläche (A) wird demnach von einer Ebene im Allgemeinen in einer 
Hyperbel (wozu auch zwei grade Linien gehören) geschnitten, und nur in der. 


besondern Falle, wenn die schneidende Ebene mit der Axe der x parallel ist, ist 


die Durchschnitts- Curve eine Parabel. 
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9, 

Im vierzehnten Bande (Seite 250, 286.) der Annalen der Mathematik von 
Gergonne beweisen Querret und Sturm folgenden Satz: 

„WVenn man aus irgend einem Puncte der Peripherie eines Kreises, welcher 
mit dem um ein gegebenes Dreieck beschriebenen Kreise konzentrisch ist, auf 
die Seiten des Dreiecks Lothe fället, so ist der Inhalt desjenigen Dreiecks, dessen 
Scheitel die Fulspuncte dieser Lothe sınd, constant.” 

Im funfzehnten Bande der Annalen wird Seite 45. von einem Abonnenten 
und Seite 250. von Sturm folgender Satz bewiesen: 

„Fället man aus irgend einem Puncte der Peripherie eines Kreises, welcher 
mit einem gegebenen regelmälsigen Polygon einerlei Mittelpunct hat, Lothe auf 
die Seiten dieses Polygons, so ist der Inhalt desjenigen Polygons, dessen Ecken 
in den Fulspuncten dieser Lothe liegen, konstant.” 

Diesen Satz gab L’'Huilier in derBibliotheque universelle (Maerz 1824. p. 169.) 
Die beiden Sätze sind aber nur spezielle Fälle des folgenden allgemeinern 
Satzes: 

„Fället man aus irgend einem, in derEbene eines beliebigen gegebenen Po- 
lygons ABCDE, Fig. 5., liegenden Puncte P, Lothe PA,, PB, PC..... auf 
die Seiten des Polygons, verbindet die Fuflspuncte dieser Lothe der Reihe nach 
durch grade Linien, wodurch ein ın das gegebene eingeschriebenes Polygon 
ABC D,E, entsteht: so ist, im Fall der Inhalt dieses eingeschriebenen Poly- 
gons konstant bleiben soll, der Ort des Punctes P die Peripherie eines Kreises. 
Der Mittelpunct dieses Kreises ist von dem Inhalte des eingeschriebenen Polygons 
und von der Lage des ursprünglich angenommenen Punctes P unabhängig. Er ist, 
wenn man Kräfte annımmt, die ın parallelen Richtungen auf dieEcken des gegebe- 
nen Polygons wirken, und sich verhalten wie die Sinusse der respecliven doppelten 
Winkel des gegebenen Polygons, der Mittelpunct (Schwerpunct) dieser Kräfte, 

Beweis. 

Man verbinde den Punct P mit den Eckpuncten des gegebenen Vierecks 

durch die graden Linien a, db, ce, d,e, so istz.B. 
PA, =a.sna und PE=a.sn(A—a)....... 
AA, =a.cosa und AE =a.cs(A—u)........ 
Bezeichnet man den Inhalt des Dreiecks A,PE, durch‘ A und den Inhalt des 
Vierecks AA PE, durch DO, so hat man 
2 BA, BE Sa APR +, mine en an c 
a AA, x AB, .sın A P PA, # PE, 


> ) 


- [nz 








‚sın APE, ....(3). 
7” 











- 
’ 
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Substitnirt man in diese Gleichungen die Werthe von PA,, PE, AA, AE 


aus (| IR und bemerkt, dafs 


sn A=sin APE, 
weil die Winkel -/ und APE, zusammen zweı echte betragen, und zieht als- 


dann die Gleichungen (2) und (3) von einander ab, so findet man 





004 
KL u SIE. 7 «ft R . . . 
0-2 A=—— (005«.005 (A—0)+sina.sin(A-0)—2sina.sin(A—a)) 


en . Siil 4. ä ' . ® 
= ————— | 054.008 (J— 4a) — sin & sin (4-a)) 


er; SIE. f . COS A 





Fine ähnliche Gleichnns findet zwischen dem Viereck BBEPA, und dem Dreieck 


BPA , zwischen dem Viereck CC, PB, und dem zugehörigen Dreieck G, >, 


u.5. w. Stalt. Die Summe aller Vierecke ıst aber gleich dem Inhalte des gegebe- 
nen Vielecks  SPCDE, und die Summe aller Dreiecke ist gleich dem Inhalte des 
eingeschriebenen Vielecks AB CD, E ; bezeichnet man daher den Inhalt 
des gegebenen Wielecks durch J und den Inhalt des eingeschriebenen Vielecks 
durch J/ , so hat man vermöge der Gleichung (4): 


sn? 4 + b’"sn?2 B+ csin?2C + dsin?2D + e’sn? E 


“ ” A 


.(5). 


Soll nun der Inhalt J des eingeschriebenen Vielecks konstant seyn, SO ist J— 24 2 





eine konstante Gröfse, welche A’ sein mag, so dals 
a’ sn 24 +0" sn2B-+c"sn2C+-d sn2D-+e’sn2E=AK.... (0). 


In dieser Gleichung sınd alle Grölsen konstant, bis auf a, 6, c, d, e, welche die 


. Pa ı 1} . r f 4 
Entfernungen des unbestimmten Puncts P von den gegebenen Puncten A, B, 


C, D, FE ausdrücken. Es ıst aber bekannt, dafs 

„wenn in einer Ebene beliebige Puncte A, B,C,D. E.... gegeben sind 
1 
i 


rn 171 - | 
erselben Ebene einen wi 


und man nimmt ın d Ikürlichen Punct P an, zieht aus 


demselben 'e Linien a, b, e, d, e nach jenen gegebenen Puncten, multiplicırt 


A EEE ee IR a A. ur = 5 ia 

die KYUaAurale GdieSCR LINIEN MILE DEHEDITEN Grölsen BY ern na setzt 
. u 1 °® r I p N , ma P n » 

die Summe dieser Producte konstant: dafs dann der Ort des angenommenen 

Puncts P die Peripherie eines Kreises ist, dessen Mittelpunct in dem gemeinschalt- 

lichen Schwerpunct hegt, wenn man die Grölsen «, er A; als ın den gege- 


benen Puncten A, B, C, D, E parallel wirkende Kräfte betrachtet.” 

Daher folgt nunmehr unmittelbar der obige allgemeine Lehrsatz. Dafs die 
beiden ım Antange angeführten Sätze spezielle Fälle des gegenwärtigen Satzes 
sind, ist leicht zu sehen. Berlin im November 1825. 


- 
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6. 
Ueber die Zerfällung einer ächt-gebrochenen Funetion in 
einfache Parzial- Brüche. 


Yon Herrn Prof. Dirksen. ) 





=. u 


1) Die Zerfällung einer ächt-gebrochenen Function in einfache Partial- Brüche 
ist durch das Bedürfnils anderweiliger analylischer Theorien, und insonderheil 
dureh das der Integral-Rechnung, zu einem Probleme von Wichtigkeit erhoben 
worden. Die erste Idee einer solchen Transformation oehört ‚ meines Wissens 
Leibnitz; die erste durchgreifende Behandlung derselben hingegen Euler: und 
es ıst die Eulersche Methode, welche noch bis heute in den Lehrbüchern übe: 


Differenzial- und Integral-Rechnung zu diesem Behufe dargestellt wird. — In 


Oo 
1 


zwischen scheint mir sowohl die Behandlung des Problems einer Bemerkung 
als der für die Zerfällung 


seyn, die beide nicht ganz unerheblich sein dürften. 


ermittelte Alsorithmus einer Modification fähig 


2) Das allgemeinste Schema einer ächt-gebrochenen Function ist bekannt 


lıch folgendes: 








n—! n—2 n—3 n—4 . 
a en ta x + ı x + 1 x +-....axc+r 
n—1 n 2 n—?3 n—4 1 
t n n—1 n—2 n—J er“ n— 4 A . f 
A» L ? A BB Ku" Se DR, 2 7, 
23 +_ BR 4 N r_ a 14 £ a + 1 
wo n eine beliebige positive und ganze Zahl bedeutet, und die Coefhciente: 
” L. A 4 « o ways) ] > s 4uYm 
Gt ee Are u A, u. Apr ri >. {dr als reelle, von x unab 


hängige, sowohl negative, als positive, gebrochene, als ganze Zahlen, 0 nich! 
ausgenommen, angesehen werden. 

Es darf hier aus der Theorie der algebraischen Gleichungen als bekann 
angenommen werden, dafs der Nenner eines solchen Bruches, durch den Coeiti 
cienten desjenigen Gliedes dividirt, welches x zur höchsten Potenz enthält, als ei: 
Product von r einfachen Factoren von der Forın 

ma, Du DE DE, een Z == 6; 


f 
1) 
} 


Is Functionen von den Coe| 


betrachtet werden kann, wo a, «, 


A ji Ari 


fieienten A’ an sowohl negative, als positive, gebrochene, als ganz 
n + un 


4 
‚„‚a,,a 0. 


je) 


te) 
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unaginaire, als reelle Zahlen bezeichnen. Da nun unter diesen Factoren meh- 
rere vorhanden sein können, die einander gleich sind, so ist die allgemeinste Ge- 
sialt des Nenners, unter der Form eines Productes einfacher Factoren dargestellt, 
A,(@— a) — a) — a) —a) .22222.,, 

wo die Exponenten s, t, %, #..... nur positive ganze Zahlen, 0 ausgenommen, 
bezeichnen, und der Summe nach = n sind. Bezeichnet man nun, der Kürze 
wegen, den Zähler desBruches mit P und setzt A, (c—«,) (—a,) (c—u,) 

—= }, so geht der Bruch über in 

P 
(x zur ) u 4 

wo, rücksichtlich @, P von der (n— 1}, Y aber von der (n— s)!** Ordnung ist. 
Jetzt wird behauptet, dals dieser Bruch wie zwei andere Brüche von der Form 


a MR £ | 
und — zerfällt werden könne, dergestalt, dals man habe: 


(v—a) } 








p ger B; 
= + — 
(<—a).Y (2—a,)' 4 


wo X von der (s— 1)", und A) von der (n—s— 1)" Ordnung sei 


t) 








’ 


Denn, multiplieirt man die Gleichung mit (2 —«a )- Y, so kommt 
(1) P=X",Y+X.l(e— a) 
Setzt man nun hıer 
zwi ar a at A u a 
se; Er 


| 


ns} 


Zu Ban & ) u 
wo die Coeflicienten unabhängig von x sind, so kommt alles darauf an, zu er- 
weisen, dafs die Coefficienten einer solchen Bestimmung fähig sind, dafs der 
Gleichung Genüge geschehe. Da X" yon der (s—1)'” und Y von der (n — s)"" 
Ordnung ist, so wird X" Y von der (a— 1)" Ordnung sein; ferner, da X,,,von 
der (a— s— 1)" und («—a,) von der s"" Ordnung ist, so wird X, (— «)' 
ebenfalls von der (z — 1)" Ordnung, mithin auch x r» Anu(2—a),s 

wie auch P selbst von dieser Ordnung sein. Denkt man sich demnach für Pe 1 
und A, ,,jene Formen'in die Gleichung (I) substituirt, und die) Producte entwickelt, 


so erhält man auf beiden Seiten des Gleichheitszeichens zwei Formen, welche 


n- 1 


mit © anheben, und sich zu x hinabziehen. Damit nun die Gleichung un- 
abhängig von x Statt finde, müssen bekanntlich die Coefficienten derjenigen 


Glieder, welche x zu derselben Potenz enthalten, einander gleich sein; und da 
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auf jeder Seite der Gleichung n verschiedene Potenzen von & vorhanden sin«!, sc 
führt dies zu n Gleichungen zwischen den bekannten und den r unbekannten 
wrf (s—1) (s—-2 (0 T n . 
Gröfsen RK", BR"... R”;, Ra-.-n Rüaoı-g : «+: Bio», welche Gleichun- 
gen also zur Bestimmung von letztern Grölsen dienen können. 


Dies ist das bekannte Raisonnement. 


3) Dafs man auf die vorbeschriebene Weise zu n linearischen Gleichun- 
gen zwischen den bekannten und unbekannten Gröfsen gelange, kann nicht ge- 
läugnet werden; dafs die n Unbekannten diesen Gleichungen werden genügen 
müssen, falls die aufgestellte Behauptung richtig sein soll, ist eben so einleuch 
tend: dals sie aber diesen Gleichungen unter allen Verhältnissen werden genügen 
können, ist ein Punct, der hier ifraglich bleibt, und der grade bewiesen wer- 
den muls, im Falle der in Rede stehende Satz als erwiesen wird betrachtet wer- 
den dürfen. 

Es darf hier aus der Eliminations- Theorie als bekannt vorausgesetzt werden, 
dafs die Bestimmung von rn Unbekannten mittelst der n linearischen Gleichungen 
09, eu, et, ad, ..... a, u, 
stets möglıch ıst, wenn sich aus den Gröfsen auf der linken Seite der Gleich- 

heitszeichen keine linearische Function 
DE EEE... nr Da 


bilden läfst, die entweder identisch gleich Null, oder von den Unbekannten un- 


1 


abhängig wäre. Um nun die Unmöglichkeit einer solchen Function für den vor 
liegenden Fall darzuthun, müssen wir die Gleichung (T) selbst etwas näher ins 
Auge fassen. Dieselbe ist 
F ne: (1) J x $ 
P=X Y+X.(2-—a). (D 
Setzt man her=— a, =r, folglich =r-+ a, und eliminirt &, so erhäli 
man offenbar 
p N 7») ı T’), “> Ta + Ta, + Aa zu-1 
(4) (9 1) (2) 2 3); s-1) „s- 
KU EEE OF DEF EN 
Y 2 3 Y os 
Y — So) —+ Su) I —- IT -- Sr + u ih N ON Pa 
7 BEREIER Y < ’TV Pr ri „Nnusef 
Az Toy + Tayr + Lg? + 1.7 + ee a? 


(—-a)=r. 


Das allgemeine Glied von X’ Y kann also dargestellt werden durch 


r+e® 
y X m; > ms \ 








(» ’ I r .. .. 
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öonr=obsr=s—4, undvng=obse=n-—s; und das allgemeine 


(ie von A, WE ) durch | 
a: Ten 
von /=o bs /=n—s—1; daher ist das allgemeine Glied von X"Y 
+-Au@ —0u); 
{. für den Theil ‚wo k=s ıst, 


k Et 
T x Wi 25 . S..) 


2. für den übrigen Theil, 


_k I r+? (Cr) r Ben 
25 >? Spt T(k—s)| 


Die aus der Identität der allgemeinen Gleichung (I) hervorgehenden Spe- 
T o o 


cial- Gleichungen sind demnach von der Form: 
Ed: E ry1ck) . . 
(a) 7287.89, 7 =0,vonk=0bis k= s— 1 eingeschlossen ; 


EerES (r) 
4 


\ a rm ı(k) . . 
(b) 3857.89 Tara 2 =0, von k=s bis k=n— 1 eingeschlossen. 





Jetzt ist es einleuchtend, dafs von den Gleichungen, welche aus dem Schema 
. » .. [7 (0 yi1 2) si 
(a) entstehen, jede folgende, Eine von den Grölsen S”, Ss”, S®,...... u 


N . ! I . 2 . 
mehr, als die vorlergehenden Gleichungen, und die für k=(s— 1) diese 
ie . w R . . 
Grölsen insgesammt enthalten wird. Eben so wird auch von den Gleichungen, 
j 


!je ans dem Schema (b) hervorgehen, jede folgende, Eine von den Grölsen 7',, 


: N, EEE 7" .-sn enthalten, welche in den vorhergehenden nicht vorhan- 
den ist. Ganz allgemein wird daher von den rn Gleichungen, aus den Formen 


we; ' 0) 
(a) und (b) entstehend, jede folgende eine von den Unbekannten S, S”, 


S",....87 0: Los 1, Dias... Zia-s-ı befassen, die in den vorhergehen- 
Jen nicht enthalten ist. 
Bezeichnet man also die n Gleichungen mit 


l, ze U), Li=0, Leß, L0,,. cn un 


. . . w— 1 ” . 
so wird es keine linearısche Functon 


y 

1, r&1L +&1, +... Kal-ı 
seben, die entweder identisch = 0, oder von jenen Unbekannten unabhän- 
I Wäre. 

Hieraus folgt also, dafs die Gleichung (T) so beschaffen ist, dafs, nach der 
Transformation in (II), die Coeflicienten der geforderten Bestimmung fähig sind. 
Denkt man sich nun diese als geleistet, mithin die beiden Formen X und X, in r 
bestimmt, so werden sich daraus die Formen in x ergeben, indem man r mit- 
telst der Gleichung 7 = (= — a) eliminirt; weshalb auch diese vollkommen be- 


stimmt, und durch die Gleichung (I) zu ermitteln sein werden. 


4) Da 
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pP 


A,(z—a,) (—a,) (a—ua) .... 


wo P von der Ordnun =— 1+s+t+u...... ist, zerfället werden kann 





4) Da also jeder Bruch von der Form 


in zweı andere 








r{t) r 
Ä An 
u 4 (x di Nm . j 
(z—a) Ahlz—a)@—a) (0 —a).... 
(t) i 
wo X von der Ordnung = — 1 + s und A,, von der Ordnung =—1+1+u 
+V..... . ist: so findet dieses auch mit Bezug auf letztern Bruch statt; und 


eine wiederholte Anwendung desselben Satzes auf die nach und nach hervortre- 
tenden Parzial-Brüche führt zu dem Resultate, dafs der vorgegebene Bruch, 
ganz allgemein, zerfället werden kann in einen Inbegriff von ächten Parzial- 


Brüchen von den Formen 














Er er > A u 
| r -, us w: 
(2 — a) (a— a) (a a) (a-— a) 
dergestalt, dals man habe: 
P -— 
s \t u v Bes 
(2 —a,) (x — a) (2 —a,) (2 —a) .... 
x” 2" x x 
men ale + + - je Bic. 











t u 
(v— a) (x — @,) (z— a,) (2 —.«) 
Nun läfst es sich leicht darthun, dafs ein jeder von diesen Parzial-Brüchen, z.B. 
x” 


(x — @,) 





zerfällt werden kann in einen Inbegriff von einfachen, d.h. von 


Ck na 
Parzıal-Brüchen, von der Form :, wo Ck von x unabhängig und k 
x — a, 


eine positive, ganze, zwischen O und 2+ 1 exclus. enthaltene, Zahl ist. Denn 
setzt man © — a, =Ö, und eliminirt x, so geht der in Rede stehende Bruch 


t? 








über ın 
Abe ei ei t-4 
A LE u ET Zi TE SE VEERERR C2E+C, 
FL a 
> . . 
aus welchen Ausdruck sich durch Division ergiebt 
1 G. G. G C C 
EEE WETEU ee zii rl 


welches die behauptete Form ist. 


Da dieses offenbar auf einen jeden der obigen Parzıial- Brüche anwendbar 


ist, so darf behauptet werden, dafs jeder ächte Bruch 
I. 8 
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p 
s it + v 
Au (x . &,) (2 Ka %,) (x Bi a.) (x — @,) ET Ele TE 
zerfällt werden kann in einen Inbegriff von einfachen Parzıial-Brüchen 
ck 
k) 
(x — un) 

wo C”kvon x unabhängig und k zwischen Ound1# si u+e-#.... 


exclus. enthalten ıst. 








5) Dies zur Begründung des bekannten algebraischen Satzes an sich. Jetzt 
soll von einer allgemeinen, zum Behuf dieser Zerfällung dienlichen, Methode die 
Rede seyn. 

Es scı hier, wie oben, der Bruch 

a trax ta. +ax +arx+.... a... BR „ 
A+Aı+ A" +A0+Aa +.... A. + A." e% 
= Aa —a,)" (a — a, (2 — a," (v—a,) RT | 00% „RE 


und ganz allgemein die Frage nach denjenigen Parzialbrüchen, deren Nenner 








irgend eine Potenz von (x — @,) bilden. 
y@ 
Setzt man die algebraische Summe aller dieser Parzial-Brüche = — ‚und 
(x — a) 
0 
.— —— 1 (8) > 


to) 








(2 — @,) 


[2 . * [4 - bi .. . .. A. ) 
so wird die algebraische Summe aller übrigen Brüche durch 7 
c E (ec) 


dargestelkt WeTr- 

den können, wo X® von Ar, ganze Functionen von &, erstere von der Ord- 
( . 

nung=—1i1-+ {®, und letztere von der Ordnung =—1—t-+n, bezeich- 


nen. Alsdann hat man 











pP x X) 
Erin B..” 
Q (x — ar Yo 
also x EEE Rn X(e (x wos a0 a 
@ Yo 
Setzt man hier & — ag = oa, und bezeichnet die correspondirenden Formen 


in de mit 
(8) > Y r 
nA ; of y MA» af (8) > 
so eeht die Gleichung über ın 
(© 





/ > Rn 
vd _ of mA(dSce 
ann 


af lo 
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Denkt man sich nun die ın dieser Gleichung enthaltenen Gröfsen nach steigen- 


den Potenzen von ge) geordnet, und die Quotienten nach eben dieser Form ent- 





ie Sc PT. 
wickelt, so wird das niedrigste Glied, in 2 7 . enthalten, von der gedten 
| yeNg 
Ordnung sein. Da nun das höchste der in „‚A‘® enthaltenen Glieder von der 
Ordnung = I ® _ 4 ist; so werden die Glieder dieser Gröfse blofs in m ent- 
(2) 


halten, und die Gröfse selbst der algebraischen Summe der (2) ersten Glieder 


)” 


in der, nach steigenden Potenzen von 3(ey: geordneten Entwickelung von — . — 




















( 
gleich sein. Bezeichnet man diese Ba mit 
> > 2 zs tt 
R,+ R3o+Rdo + R2o + Rfag +: RP—1ee 
so hat man 
oe RM R R, R, Ro- 
ep + + +... 
(9) en l)-i am. ld _3 Ge) 
> (6) > (8) (e) ” ce) : 
folglich, indem man Io mittelst der Gleichung ° ce) =r—o, eliminirt, 
x» 
ee 
(x Bu a.) ‚ 
R, R R, R, Ben 
ee) u 9) + ı O)a2 ($)_ aaa x ER, 
Bd a a u) =) 


Hieraus ergiebt sıch folgende Regel: 


Hat man eine ächten Bruch o wo 


s t u v 

0=4A,(.-aua) (2 —a,) (ae —a,) (e—a). 
den man in einfache Parzial-Brüche zu zerlegen wünscht; so bilde man 
daraus, zur Bestimmung der Brüche, die (e —«,) ım Nenner haben, den 


Bruch 





‚ introducire 3 anstatt a mittelst der Gleichung — u, = 2, 





P 
0. 
(x-a,)° 


und entwickele das Resultat nach steigenden Potenzen von 2, von der 0“ bis zur 
(s— 1)" Ordnung eingeschlossen. Die hervortretende Form, durch & = (x — a)’ 
dividirt, wird, nach der Elimination von  mittelst x, die gesuchten einfachen 
Parzıal- Brüche liefern. 


Darauf bilde man, zur Bestimmung von denjenigen einfachen Parzial- Brü- 
Ss * 
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[2 - P [2 n 

chen, welche (x — «,) im Nenner haben, den Bruch 0... introducire 
(x-a,)' 

anstalt @ mittelst der Gleichung x — a, = 3, und entwickele das Resultat nach 

steigenden Potenzen von 3, von der 0" bis zur (£ — 1)" Ordnung eingeschlos- 


sen. Die hervortretende Form, durch & dividirt, wird, nach der Elimation von 
d mittelst ©, die gesuchten einfachen Parzial- Brüche geben. 

Diese Operation so weit fortgeführt gedacht, bis die Factoren im Nenner 
des vorgegebenen Bruches erschöpft sind, werden die so gewonnenen Brüche, nach 
ihren algebraischen Zeichen additiv mit einander verbunden, ein Acquivalent des 

EEE ur bilde 
Bruches Ö biiden. 

6) Vor dem Eulerschen Algorithmus hat dieser offenbar den Vorzug, nicht 
nur, dals er auf alle Formen, ohne Unterschied, anwendbar ist, sondern auch, 
dals er sich in denjenigen Fällen sehr einfach ausnimmt, wo jener mit einigen 
W eitläuftigkeiten verbunden ist. 

Anderweitige, diesen Gegenstand betreffende Betrachtungen werden hier 
deshalb übergangen, weil sie, von dem angegebenen Standpunct aus, nicht den 


mindesten Schwierigkeiten unterworfen, überdiefs auch sattsam bekannt sind. 
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lv 
Ueber zwei GCurven 
(Von Ilerrn Dr, Lehmus.) 





. Aufgabe. 


l der graden Linie AD (Fig. 8.) bewege sich ein Punct Ah gleichlörmig nu 
der Geschwindigkeit e, von A nach D; in der zu bestimmenden Curve BG 
aber, ein Punct p gleichförmig mit der Geschwindigkeit », von B nach G; A 
und p gehen gleichzeitig von A und B ab. Die Curve der Bedingung gemäls 
zu bestimmen, dals die graden Verbindungslinien der Endpuncte gleichzeitige: 


Wege Tangenten der Curve werden. 
Auflösun 0. 


Ist hın E, wenn p in C ist, so hat man die Bedingungs-Gleichung 
AB: DE acı@ 


er, wic=n gesetzt, 





und hieraus BC = 

i) ven. AR 
Nimmt man BA als Abscissen-Linie, als Anfangspunct der Abseissen an, setzi 
jede Abscisse = &; die Ordinaten, parallel mit AD = y; also auch BF= «, 
IC=y; so hat man, CH parallel mit BA genommen, den Abstand BI = a; 


den Winkel BAD= 2« und den veränderlichen Winkel CEA= 2? gesetzt, 
2) AE= y+ (@e— x) sin (24 +2P), 


, 





also 





sın 22 
n(a — x) sın (2 + 2P 
3) =ny+ ) 2 “4 


sın 2 





Die erste Ableitung von 3) giebt 
—n (a—a) sin 24.422? — nsm(2a+2P) sin 29 . da 








4) d=n dy-+ 


sın 2 ß° 
Es ıst aber CE, als Tangente in C betrachtet, 
de ..sın 2% = da sın 24 
- m. ‘ ER En 2m 
und dx sin (2«+2/) = dy sin 22 


und substituirt man hieraus die Werthe für de und dyın 4), so erhält mar: 
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5) sın 2. 1 sın (24 +2) de —? (a—x) sın 2@.d.23 
Fi Be T — Rn « P . P 2 
sin 2,2 sin 23 sın 22 
n sın (2a +2P)sin2ß.dzx 
sin 25° 
d23 
0) dae=—n(a—x) ——; also 
( sın 22° 
d(a—aı d23 pP 
7) ( ) —n. ——— ; folglich 
u sın z£ 28° 
d(a — x) d2P 
8) zn ——; oder 
a—a sın 22 


9) /In(la—x)= 
10) a z=[AigPT' 


























; oder 


niIntg? + GC; oder auch, n/!n A für C geschrieben, 


Fürrz=0wird2?=r—2u; daher 
n 
n . ya . s 
11) a=[A.cotg «] ; und hieraus A= ar a = iga.ya; £olglich 
vollständig: 
12) a=a-—aligaigß] 
Substituirt man hieraus den Werth für 
1 
; A—a\”. ; i 
iz 3, nemlich cotg «. (2) in die Gleichung 
N 5 a 
dy.sn23= dx sın (2«-+2f); oder 
dyr=dı. [sın 2@.cotg 22 + cos 2a) 
1 — to 9? 
= dx | sin 2a. 2 + cos 2a] 
2tg.ß 
rsIn@& COS & ’ 
== dx 75 Sina Cosa tg ß + cos 2a|; so entsteht 
ol 
— 1 
_ . 2 GG % Pr a X n 
13) dy= dz4 sın « cos a”. — | "r cos2a 
. ad [#3 
und hieraus, wenn man integrirt: 
nt n4 
. „an fa—aı " , an fa—x 
14) yz=—sına - | + cosa [ | -+c0s2a.2x+C. 
19 n—ilL a n-+1i a Ei 
Es verschwinden aber x und y zugleich; daher 
=: an 
0 = — sın @ + cosu?. +6, folglıcl hı 
n—1 ir 
z f A.Nn . 2 an 
15) Const = .sın a cos a; also 
n— n#1 
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R > 21-1 2 n+i1 
6 Er AnSIıINn& Gm de=Zin «ANCOSaA u 9 ıı i ur 
16) ea» ö “ . + xC0os za. 
nn { Aa rn-+ 1 a 


Diese Endgleichung 16) liefert für e = w, also für a = 1 folgende: 














2 2 2 
} a ACOos & fa—x ACOSs «& 
1 — a sın «* In ) — x cos 2a. 
7) Y d—x 2 \a 2 + 


Itn>1undxz=a, so wird aus 16) 


18) E Et =] \ fü 90°, d Shakicl 
=a — voraus für «= das aus gewöhnlichen 
a; n—i1 n-+1J u EORNEERN 








algebraischen Aufgaben bekannte Resultat y = _—— folgt. 
n— T 
Istn < 1, so erhält man aus 16) für == a, 
19) y= ©; d.h. AD wird Asymptote der Curve. 


Anmerk. Diese Curve, deren Gleichung 16) darstellt, beschreibt z. B. ein Hund, der 
9 ie) ’ ’ 
von seinem Herrn angerufen wird, wenn der lerr zugleich in einer graden 


Linie fort geht. 


I. Aufgabe. 


Die Curve AC (Fig. 9.) der Bedingung gemäfs zu bestimmen, dafs in 
Beziehung auf den Endpunet jeder rechtwinklichten Ordinate, die gegebene 
Richtung A.B als Abscissen -Linie verstanden, das Widerstands - Moment, der in 
allen Puneten der Ebene der Curve, parallel mit AB wirkenden gleichen 
Kräfte, dem Moment der im Anfangspunct A der Abscissen, unter einem bestim- 
mten Winkel « mit der Abscissen -Linie wirkenden Kraft P gleich sei. 

Auflösung. 

Zerlegt man P in A, in die mit FG parallele Thätigkeit ? sin « und in 
die nach der Richtung AF wirkende P cos. «a, so hat erstere den Hebelsarın 
— x; letztere den y. Bezeichnet nun ® die Summe der mit AB parallelen 
Kräfte in jeder Flächen-Einheit, so ist das Widerstands-Moment der Ebene 
AFG= »f% y.dx,und es entsteht daher die Bedingungs -Gleichung 


Psna.e=Peoosa.y+tw. I .yda. 
.. 
Wird nun der Kürze wegen 
2P sın « 


w 





durch a? und 


2P cos & R | 
mm dee D ausgedrückt, so hat man 
w 
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axs—=b’y +/y”.dx und hieraus 
ade—=b’dy+ y’.da; folglich 


b° dy 
>; also 
dl u } 


R dy 
I ef 
u 5 


b r dy in dy | 


ılz = 








21 Jla-+ Y a—y 








b* - 
= 5, | In (a+y) — In (a -y)) +C 
b° 
_ In 3 +6. 
2a u; 
Es verschwindet aber x mit y, daher C=0; folglich 
b? aty 
x = — In -—-. 
2a By 


Aus dieser Gleichung erhält man auch, unter e die Basis des natürlichen 
l.og. Systems verstanden, 




















2ax atY ,ı» 
—_ :Ine—In L. folglich 
b a—y 
Dax a+tYy R 
re J ‚ und hieraus 
e A 4 
Dax 
eb — 4 
Y a a ax 
f b? + 1 
ie ERBE 





8. Be- 
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8. 
Beweis der Unmöglichkeit algebraissche Gleichungen von 
höheren Graden als dem vierten allgemein aufzulösen. 
(Von Herrn N. II. Abel.) 





Dekannılich kann ınan algebraische Gleichungen bis zum vierten Grade allge- 
mein auflösen, Gleichungen von höhern Graden aber nur ın einzelnen Fäl 
len, und irre ich nicht, so ıst die Frage: 

Ist es möglich, Gleichungen von höhern als dem vierten Grade allge- 

mem aufzulösen? 
noch nicht befriedigend beantwortet worden. Der gegenwärtige Aufsatz hat 
diese Frage zum Gegenstande. 

Eine Gleichung algebraisch auflösen heifst nichts anders, als ihre Wurzeln 

durch eine algebraische Function der Coeflieienten ausdrücken. Man muls also 
erst die allgemeine Form algebraischer Functionen betrachten und alsdann un 


tersuchen, ob es möglich sei, der gegebenen Gleichung auf die Weise genug 


zu thun, dals man den Ausdruck einer algebraischen Function statt der unbe 


kannten Grölse setzt. 


Ss. 1. 
Ueber die allgemeine Form algebraischer Functionen. 


d dd 


EEE ee . . eine endliche Menge beliebiger Grölsen sınd, 


so sagt man: e sei eine algebraische Function dieser Gröfsen, wenn es sıch durch 
a’, x”, a etc. vermittelst folgender Operationen ausdrücken läfst. Erstlich 
durch die Addition, zweitens durch die Multiplication, sowohl von 
Gröfsen, de vn," , 2" uni abhängen, als von Gröfsen, die nich! 
davon abhängen; drittens durch die Division: viertens durch Ausziehen 
von Wurzeln mit Exponenten, die Primzahlen sind. Wir nennen die Sub- 
traclion, Potenziirung und Ausziehung von Wurzeln mit zusammen 
gesetzten Exponenten nicht besonders, weil sie offenbar in den vier vorhin ge- 
nannten Operationen mit enthalten sind. 


Läfst sich die Function e durch die drei ersten der vier obigen Operationen 


zusammensetzen, so ist sie algebraisch ratıonal oder blos rational: und 


1. Y 
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sind nur die beiden ersten Operationen nöthig, so heilst sie algebraisch-ra- 
tional und ungebrochen, oder auch blos ganze Function. 

Bere en ) eine beliebige Function, welche durch die 
Summe einer endlichen Zahl von Gliedern von der Form 


/m, r’'2 


Ax 


auszedrückt werden kann, wo 4 eine von &°, x” 


etc. unabhängige Gröfse ist, 
und zn,, m, etc. ganze positive Zahlen bedeuten; so ist klar, dafs die zwei ersten 
obigen Operationen besondere Fälle der durch f(z°, 2” ........ ) bezeichne- 
ten Operation sind. Man kann also ganze Functionen, ihrer Definition zufolge, 
als aus einer endlichen Zahl von Wiederholungen dieser Operationen entstehend 


betrachten. Bezeichnet man nun durch e, 0°, 0 etc. mehrere Functionen :der 


Gröüßsen #2 ; a” u... von der nämlichen Form wie f (a, ©” ......), 
so ist auch offenbar f (e‘, e, 0 .......) eine Function von eben der Form 


u 4 7 EEE EEE N. ) der allgemeine Aus- 


druck der Functionen, welche durch zweimalige Wiederholung der Operation 


A A ) entstehen. Man findet also auch immer das nämliche Re- 
sırltat, wenn man die Operation beliebig oft wiederholt. Daraus folgt, dals jede 
ganze Function mehrer Gröfsen ©, ©” ........ durch die Summe mehrer 


un! une DER ausgedrückt werden kann. 


Glieder von der Form Ax 
\ ir wollen nunmehr die rationalen Funchonen betrachten. 
Wenn f(z’', 2....)undg(a’, x°....) zwei ganze Functionen sind, 
so ist klar, dafs der Quotient 
ET A TEERT ) 
p ( EPG ) 


ein besonderer Fall der Resultate der drei ersten Operationen ist, welche ratio- 





nale Functionen geben. Man kann also eine rationale Function als das Re- 


sıuultat der \WViederholung dieser Operation betrachten. Bezeichnet man durch 
ä ME Br 7 | 

ar 6 ) 
1 

BE er 


wiederum auf die nemliche Form gebracht 


0’, 0 ete. mehrere Functionen von der Form : 


ge ‚no 
re ) 


werden kann. Es folgt also, wie oben bei den ungebrochenen Functionen, dafs 





‚ so ist leicht 





zıı sehen, dals 


1 E x 5 .».fj® Äi / ® 
ee rationale Function von mehreren Grölsen x’, x” ........ immer anf 
‘ Form 
FE ae ) 
ee nn 
EN ci ara ) 


anze Functionen sınd. 


oebracht werden kann, wo Zähler und Nenner 


ee) 
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Wir wollen ferner die allgemeine Form algebraischer Functionen suchen. 


Man bezeichne durch f (a, 2” ...... ) eine beliebige rationale Function, 
so ist klar, dals jede algebraische Function vermittelst der durch f (=, x . . . .) 


n 
bezeichneten Operation, verbunden mit der Operation Yr, wo m eine Prim- 


zahl ist, zusammengesetzt werden kann. Sind also p’, p.... rationale Func- 


ttonen von Ha NT ‚ so wird 
n; n'! 
PER „d R 7] d 4 
p,=JS]\e5,8"........ EEE TEE ) 
die allgemeine Form algebraischer Functionen von 2°, &” ........sein, in 


m 
welchen sich die durch Y r ausgedrückte Operation nunmehr nur auf rationale 
Functionen bezieht. Wir wollen die Functonen von der Form p, algebraische 
Funclionen von der ersten Ordnung nennen. Bezeichnet man durch p,‘, p,“ 


etc. mehrere Grölsen von der Form p,, so wird 


n? nt’ n,? n,' 
REN d „94 d dd d 41 
DEE are "AR ARE AR mBPRPRERBENE AR Mut it 565 RRRNE RER ) 
die allgemeine Form algebraischer Functionen von ©°, @...... sein, in wel- 


ın 
chen die Operation Y r sich nur auf rationale und auf algebraische Functionen 
von der ersten Ordnung bezieht: Wir wollen die Functionen von der 
Form p, algebraische Functionen von der zweiten Ordnung nennen. And 


dieselbe Wr eise wird der Ausdruck 
n n“ n;' n4 n„* ny„" 
Bella... PP KETTE 
in welchem p,‘, p,“ Functionen der zweiten Ordnung sind, "die allgemeine Form 
algebraischer Functionen von x’, @” ...... sein, in welchen die Operation wi r 
sich nur auf rationale und auf algebraische Functionen der ersten und zweiten 
Ordnung bezieht. 

Fährt man auf diese Weise fort, so bekommt man algebraische Functio- 
nen von der dritten, vierten... .. #°® Ordnung, und es ist klar, dafs der Anıs- 
druck der Functionen von der a“ Ordnung der allgemeine Ausdruck alge- 
braischer Functionen sein wird. 

Bezeichnet man also durch & die Ordnungszahl einer beliebigen algebrai- 


schen Function und durch # die Function selbst, so ıst 


7; (m „FW BR YP'; Vp“, PR ), 


we Functionen von der Ordnung # — 1; r', r” ...... Functio- 
nen von der Ordnung & — 1, oder niedrigen Ordnungen, te Mr. SE 


Primzahlen sind. f bezeichnet, wie immer, eine rationale Function der Grölsen, 


welche zwischen den Klammern stehen. 


9° 
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Man kann offenbar annehmen, dafs es unmöglich ist, eine der Gröfsen 


n nm’ 
Vp',vyp“:... durch eine rationale Function der übrigen und der Grölsen r’, 
r’ .... auszudrücken; denn wäre es möglich, so würde e die einfachere Gestalt 
n’ n‘? 
sd 
GREFTE ; Priasu es IE: 
n! n‘' 
haben, wo die Zahl der Gröfsen Yp’, Vp" ...... wenigstens um eine Einheit 


geringer wäre wie oben. Reducirte man nun, wenn es angeht, diesen Ausdruck 

von e eben so noch weiter, so müfste man zuletzt nothwendig entweder auf 

einen irreductibeln Ausdruck, oder auf einen Ausdruck von der Form 
a 

kommen. Diese Function wäre aber blos von der u — jten Ordnung, während 


e von der gt" Ordnung sein sollte; welches sich widerspricht. 


n‘ n‘# 
Ist in dem Ausdruck von e die Zahl der Grölsen Yp’', Y p" ...... gleich 
ın, so wollen wir die Function e von der at" Ordnung und vom ut“ Grade 
nennen. Auf diese Weise ıst eine Function von der a*“® Ordnung und vom 0!“ 


Grade das nemliche, wie eine Function von der & — 1! Ordnung, und eine 
Function von der O!® Ordnung ıst das nämliche wie eine rationale Function. 

Daraus folgt, dals man setzen kann 
BR ara en VPp) 

wo p eine Function von der a — 1°" Ordnung ist, r’, ı 


von der a Ordnung und höchstens vom zn — 1*%* Grade und von der Art 


Pe . aber Functionen 


n 
sind, dafs es unmöglich ıst, Yp durch eine rationale Function dieser Gröfsen 


auszudrücken. 
Da eine rationale Function mehrer Grölsen, wıe wır vorhin sahen, immer 


auf die Form 


A: 
{ 
1 : ° a ® - . .. 
gebracht werden kann, wo s und Z ganze Functionen der nemlichen veränder- 


lichen Gröfsen sind, so kann € immer durch 





a 0 RS VPp) 


arisgedrückt werden, wo g und 7 zwei ganze Functionen der Grölsen r*, r*..... 
n 
und Yp bezeichnen. \ermöge dessen, was wir oben fanden, kann aber eine 
\ ef u . 
eanze Function mehrer Grölsen s, r’, r ...... immer durch 


‚m 


IHLSHLS...2... Re 
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A »1- r . 2 } F F R “4 
ausgedrückt werden, wenn £,, ER ZET /.. ganze Functionen von r’, r, r" ... 
ohne s bedeuten. Man kann also 

4 2 = ‚pm 
FEHER in. ZU ii FR DERRERERR np _fZ 
— 1 e er V 
u HER u u 2 Pe mp" 
. r % 5) . y 2 4 „1 
setzen, wo A a 7 und Or 9 rrren. m ganze Fımctionen von r, r, 


r‘‘ etc. sind. 
Nun mögen F7,F,...... Fa-ı die n— 1 Werthe von F sein, welche 





1 1 1 1 { 
man findet, wenn man @.p", a'pa, RE TR a pn statt pr setzt: a beden- 
tet eine der Wurzeln der Gleichung « — 1 = 0, die nicht 1 ist. Alsdann er- 
ri 
hält man, wenn man den Bruch > oben und unten mit 
a ER Fr, multiplicirt, 
N TREE We 
a 2 u A 
Das Product 7’. IP ..... V,„_-, kann aber, wie bekannt, durch eine ganze 
Function von p und von den Grölsen r‘, r ...... ausgedrückt werden, und 


- 


das Produa 7.IP. W222... Fn-ı Ist, wie man sieht, eine ganze Function 


n 





von y p und von r, r" ...... Setzt man also dieses Product gleich 
1 2 k % 
+3, pH +35 Periiıe ..54 2", 
so findet ınan 
L . k 
4 Ki + s p° Ss, PPrerseen Sk pP” 
M 
oder, wenn man 9, 9, 4 statt Ze, 3, Z2 ete. schreibt 
y ae < y eo. 
o> Sir Tr m m m ’ 
- k 
-=g,+9,P"+9.P"”------ + pP”; 
a IE EERFE Y« rationale Functionen der Gröfsen p, r‘, r” ete. sind. 


\WVelche nun auch die ganze Zahl % sein mag, so kann man setzen 


P=anHtoa, 
wo a und « zwei ganze Zahlen sind und a < ist. Daraus folgt, dals 


A ant« [07 


p>r=p n = p*.p®. 


AL . .. 
Setzt man daher in den Ausdruck von e, statt pn diesen Ausdruck, so erhält man 


1 n—1 


=94,+94,m"+1%P 


(0 


re Fan P "5 


- 


i . . . x . ‘ “dd 
Wo Y,, %,, 7, ete., wie vorhin, rationale Functionen von p,T, FT ur... und 
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folglich Funetionen von der a“ Ordnung und höchstens vom m — ten Grade 
k 1 De 

und von der Art sind, dafs sich p“ nicht durch rationale Functionen dieser 

Gröfsen ausdrücken lälst. 


In dem ohigen Ausdruck von # kann man immer 








„= 1 
setzen. Denn wenn g, nicht Null ist, so erhält man, wenn man p, =p.gq." 
1 
wg 
seizt, p = #i) und pr = Fi, also 
1, 4 
1 ’ 2 - q n-1 n—1 
c= q, +p." + 2 Ne _- u pP n ‚ 
Tı 7: 
welcher Ausdruck von der nemlichen Gestalt ist, wie der vorige, nur dafs q,=1. 
Isty, =0, so sei y, eine von den Grölsen 9, 9, :::::- Y/n-, Welche nicht 
x tu a 
. . JR - . . CL —— — Eu a ° 
Null istundg p" =p,. Dieses giebt FIRE Jullinad 2er Nimmt man daher zwei 


on 7: \ . rgaly® » Yy® . 2. . — Er — ‘ » r ‘ 
oanze Zahlen « und 3, welche der Gleichung ag — An = u’ genugthun, wo & 


eine ganze Zahl ıst, so erhält man 


ine Blinkaiobge: Im 
7 pP a zp"udp"= Ju -P oo +Pi" 
AL 1 
Diesem zufolge und weil pr = p" ist, wird e die Form 
1 2 n—1 
= tPp"tnptee. Gap" 


haben. 
Aus allem diesen folgt Nachstehendes: 
\Venn e eine algebraische Function von der Ordunng & und vom Grade m: 


ıst, so kann man Immer setzen: 


1 2 3 n-1 
-=q,+p"+g,p"+ 9,P":...... map®; 
n ıst eine Primzahl, ME ER "FRE sind algebraische Functionen von der 


Ordnung # und höchstens vom Grade zn — 1 und p ist eine algebraische Func- 
{ 
tion von der Ordnung #— 1 und von der Art, dafs sich p# nicht durch eine ra- 


tionale Funchon von 5 Qz Hr... An. ausdrücken lälst. 


IN 


11. 


Eigenschaften der algebraischen Functionen, welche einer 
gegebenen Gleichung genugthun. 
Es se 


2 | r 
Fi u A 0 A N EZ 5 AP, ui +yr=)0 1. 








- 
‘ 


Abel, von der Auflösung höherer Gleichunyen. i 


eine beliebige Gleichung vom Grade r, wo c,, e,...... rationale Functionen 
nr Me beliebige unabhängige Grölsen 
Man nehme an, es lasse sich derselben genugthun, wenn man statt y irgend eine 
algebraische Function von a, &°,. . .. setzt. Diese Function sei 
1 2 ih 
y=-+t pr + 7,Pp an + Ga+1 pa 2. 


Substituirt man diesen Ausdruck von y in die gegebene Gleichung, so erhält 


man, dem Obigen zufolge, einen Ausdruck von der Form 


1 4 n—-1ı 
PT ide a np" =0 9. 
WO TFT, 2... Pa, rationale Functionen der Gröfsen Bi rind 


Nun behaupte ıch, dafs die Gleichung (3) nicht Statt finden kann, wenn 


nicht einzeln 


ist. Denn es sei nicht so, so mülsten, wenn man z. B. p“ durch z bezeichnet. 


die beiden Gleichungen 


ıl 


z — p=V— und 
= a ) n-1 __ 
AR. EHE 5 0 ET Re 2 ZUR - ze () 
eine oder mehrere gemeinschaftliche Wurzeln haben. Es sei / die Zahl 


dieser Wurzeln, so lälst sich, wie bekannt, eine Gleichung finden, welche diese / 


Wurzeln hat und deren Coelflicienten rationale Functionen der Größen p, r ,r, 


-3an Pa sind. 
Die Gleichung sel 
ı 2 i k-1 “ 
Ss; ts, 248,2 ...:... + Sı-ı 2 +2 =( 
und 
2 wit Lt 
LEHE... + iu. z 2 


ein Factor ihres ersten Gliedes, wo Z,. £, ete. rationale Functionen von p,,' 


Peer iuu, Ad, So at auch 
1 
w—i1 


u +1 2 +L,2..:.... + lu_, 2 eo, 
und es ist klar, dafs man es als unmöglich annehmen kann, eine Gleichung von 
niedrigerem Grade von der nemlichen Form zu finden. Diese Gleichung hat nun 


ıı 


ihre # Wurzeln mit der Gleichung 3 — p gemein. Nun aber sind die W urzeln 
der Gleichung 2° — p alle von der Form az, wo « irgend eine Wurzel der 
Einheit ist. Erwägt man also, dafs # nicht kleiner sein kann als 2, weil es mm 


möglich sein soll, z durch eine rationale Function der Gröfsen p, r,, r,: 


r„. auszudrücken, so folet, dals zwei Gleichungen von der Form 











12 


IL +tz+t2°...... + tu..." +2" = 0 und 
tatztatz...... + a un. Hard 
Statt finden müssen. Aus diesen Gleichungen folgt, wenn man 2” eliminirt, 
2 — a") + t (a— a)z RETT + tu. (a — a')z""" — (). 
Da nun aber die Gleichung 2" + tu." ..... = 0 ırreductibel ist, so muls 


Abel, von der Auflösung höherer Gleichungen. 


sie, weıl sie vom » — 4!" Grade ist, einzeln 


L 


«a —1=0, a —- u" =0...... at adl"=0N 
geben; was nicht sein kann. 
Es muls also 
-, =0,r =0....1..: !a-ı = 0 


sein. 
Finden nun aber diese Gleichungen Statt, so ist klar, dafs der gegebenen 


Gleichung durch alle die Werthe von y genug gethan werden mufs, welche man 
1 1 f 

findet, wenn man der Grölse p" alle die Werthe ap, 0 ap" 

beilegt. 

Man sieht leicht, dafs alle diese Werthe von y von einander verschieden 

sein müssen; denn sonst würde man eine Gleichung von derselben Gestalt wie 

(3) erhalten, und eine solche Gleichung würde, wie wir sahen, auf Wider- 


sprüche fiihren. 








Bezeichnet man also durch y,,y,...... y„ rn verschiedene Wurzeln der 
Gleichung (1), so findet man 
4 2 nt 
a #4,” u A BE 0, + gn-1 P: 
. 2 1 
Rei 2 ie ne 1 —— 
Yy=9Q,Ttup" ra Q,P®---.... +a Inp 
« 2 n— 1 
. rnr-1 — n-2 u WI 
Yyı=9q, ta p" ta 9,P”...tag-ıPp" 
Aus diesen nr Gleichungen folgt leicht 
1 
4. pn er (y, my. EEE EEE u a + Y,) 
1 
R-} 2 1 n- n=2 ö 
/ ae Y‚„ra SEE + ayı) 
= ER n-2 ni 
Perry tra gta Yen. + ar) | 
1 { 1-1 

An-ıp 4 =) +ay +a SRERTRIT +a Yar 


\an 








Abel, von der Auflösung höherer Gleichungen. 3 


D—-1 


. . ..f* 1 
Man sieht daraus, dafs alle die Gröfsen a RR NET g durch ratio- 
nale Functionen der gegebenen Gleichung ausgedrückt werden können. 
In der That ıst 











- u - BL _ u 
a Ya ra e PEN (m Di, 
q,=zn .- re , 
| (y,ta’y, ta” y,...... + ann)“ 
Man nehme nun eine allgemeine Gleichung vom Grade m an, z.B. 
2 m—1 Tr 
| VD=zata r ta,X vr... I Au 1% +." 
und setze, sie sei algebraisch auflösbar. Es sei 
1 3 n-1 
a=s, te" rs"... ps‘, ® ,„ 
so lassen sich dem Obigen zu Folge die Gröfsen v, s., 5, etc. durch rationale 
Functionen von &, , &, 2.2... .L v,„ ausdrücken, wenn man durch ©, ,.... &y 


die Wurzeln der gegebenen Gleichung bezeichnet. 

. Nun untersuche man irgend eine der Gröfsen #, s,, s, etc., zum Beispiel «. 
Man bezeichne durch e, e,,...... %n, die verschiedenen Werthe von e, welche 
man findet, wenn man die Wurzeln © ,®,...... 2 auf alle mögliche Weise 
untereinander verwechselt, so lälst sich eine Gleichung vom Grade 7 aufstellen, 
deren Coefficienten rationale Functionen von a, RE Aa,_, und deren 
Wurzeln die Gröfsen e,, €5......%. sind, welche rationale Functionen der 


Gröfsen ©, &,...... X" sind. Setzt man also 


1 2 wo]. 
e=!t, tur tt,ur......tiy-ılv 

1 
ea t,-ı rationale Functionen von e ,« 


BRPFE n’, also auch von x, 


so sind alle die Grölsen ur, t ” 


„er rree Ze  Verfährt man eben so mit den 
Gröfsen u, t,,t, ete., so folgt Nachstehendes: 
Wenn eine Gleichung algebraisch auflösbar ıst, so kann man der Wurzel 
allezeit eins solche Form geben , dafs sich alle algebraische Functionen, aus 
welchen sie zusammengesetzt ist, durch rationale Functionen der Wurzeln 


der gegebenen Gleichung ausdrücken lassen. 


S. 11. 


Ueber die Zahl der verschiedenen Werthe, welche eine 





Function mehrerer Gröfsen haben kann, wenn man die Gröfsen, 
von welchen sıe abhängt, unter eınander vertauscht. 


Es sei e eine rationale Function mehrerer von einander unabhängiger Grös- 


Sen @,, 0, +02 me Die Zahl der verschiedenen Werthe, deren diese Func- 
I. 10 








4 Abel, von der Auflösung höherer Gleichungen. 


tion durch Vertauschung der Grölsen, von welchen sie abhängt, fähig ist, kann 


nicht gröfser sein als das Product 1.2.3....n. Dieses Produet sei gleich &. 


100 ßR N 6) er 
o ( i 94 ) 
"U ET BEER 


der Werth, welchen eine beliebige Function # bekommt, wenn man darin ©, » 


Nun seı 


5 . 1 . ' 
%,, %, %y, etc. statt m, ,. 04, &,, X elc. setzt, so ist klar, dals wenn man durch 


N Y 
Me SUP A, die verschiedenen Formen bezeichnet, deren 1, 2,3, 4....n 
durch Verwechselung der - 2. 5 96 SE RR n füährg ist, die verschiedenen 


Werthe von e durch 


el) 


ausgedrückt werden können. Man setze, die Zahl der verschiedenen Werthe 
welche e hat sei kleiner als x, so müssen miehrere Werthe von e einander 


gleich sein. Es seı also 


An o(#) (4) 
g pi er 3, 
v ) \A, An/ 
- .r . a a 1 A, . e 
Unterwirft man diese Gröfsen der durch ( ) bezeichneten Verwandlung, 
Assı m 
so bekommt man die neue Reihe oleicher Werthe: 


(£ £ 1, 
Pe \ 2 ) = p (4) a > 9 (% -} 


welche Grölsen von den vorigen verschieden, aber an Zahl ihnen gleich sind. 


4 
Fa 


Verwandelt man diese Gröfsen von Neuem, wie es durch [“ '  \ ausgedrückt 


KAsmsı/ 
wird, so erhält man ein neues System von gleichen Gröfsen, die sämmtlich von 
den vorigen verschieden sind. Fährt man auf diese Weise fort, bis die möglichen 
Verwandlungen erschöpft sind, so werden die x Werthe von e in eine gewisse 
Zahl von Systemen, jedes von m gleichen Werthen, zerlegt sein. Es folgt also, 
dafs wenn die Zahl der verschiedenen Werthe von # gleich g ist, welche Zahl 
der Zahl der Systeme gleich kommt, dafs dann 
om—m2.d,k.c.iss.e n 

sein mufs, das heifst: 

Die Zahl der verschiedenen Werthe, welche eine Function von nr Gröfsen 


durch die möglichen Vertauschungen dieser Grölsen erhalten kann, ist nothwen 


dig ein Submultiplum des Products 1.2.3......7r; wie bekannt. 
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. A 
Es seı nunmehr [ 1 


Am 


Tone beliebige Verwandlung. Dieselbe werde mit v 


mehreremal vorgenommen, so entsteht eine Reihe von Werthen 


1% SEFTTTETT 


et, Fam, # 


p> 
und es ıst klar, dafs # nothwendig wiederholt vorkommen mufs. Kehrt # nach 


- . A . T 
p Verwandlungen wieder, so nennt ınan ( # wiederkehrende Verwand- 
nz m 


lung von der p*°® Ordnung. Man hat alsdann die periodische Reihe 


nr Pa Pp-1, 0,0, 


- 


w.e— u yweieyg 


4 


Pi 
4 l 
— 


r - r * 
oder wenn man durch e ( ) den Werth von e bezeichnet, welcher entsteht, 


In 


PP ; 


nachdem die durch ( ) bezeichnete Verwandlung r mal wiederholt worden. 


die Reihe 
0 / s ’ : p-ı 4 ,° 
(7) » e( 1") 5 e( N Ne (7) D (%) ||. 
e 5, A Iun/ r 1, Au 
Hieraus folgt, dals 
A aptr ‚A N: 
el) 
An A 


(4) 


p (2) == 9. 


Nun setze man, p sei die grölste in n enthaltene Primzahl, und die Zahl der 
verschiedenen Werthe von # sei kleiner als p, so müssen unter » beliebigen 
Werthen von e nothwendig zwei einander gleich sein. 


Es müssen also zwei von den p Werthen 
2 


a a AP 
Zu Ewa BE wa EEE Wr 
gleich sein. Es sei z.B. 
AN AN“ 
B ) au 4) ’ 


WERNE 
e ’ — 
\Au m 


s ı , pP 
Dieses giebt, weil # (4) = ep, wenn man r statt! + p — r setat, 
In 


‚=. (t). 


so folgt daraus 





10* 











76 Abel, von der Auflösung höherer Gleichungen. 


wo r offenbar kein Vielfaches von p ist. Der Werth von e wird also durch die 


ı 


>) nicht mehr verwandelt, folglich auch nicht durch die Wie- 


A 


«d 


Substitution ( 


derholung derselben. Es ist also 
A, a 


en G) u 


Wenn nun p eine Primzahl ist, so lälst sich offenbar immer eine ganze 


wo a cine ganze Zahl bedeutet. 


Zahl 3 finden, von der Art, dals 
r« =p? + 1. 


Ah 
el) 


lso 1st 


AP? 
oder wel e = «+ ( ') war, 
A, 


op (7) 


„m A . A 
Der Werth von e wird also durch die wiederkehrende Verwandlung ( 2; 
. . ee fm 
vom Grade p nicht verändert. 
Nun ıst klar, dals 
> 2? m 
wit. BE Y BHBR .....: 9 
( 2 } = N und ( Yy % ) 
BUBEN U ER 1% Vapo... 
zwei wiederkehrende Verwandlungen vom Grade p sind, wenn die Zahl der 
Zeiger a, ß,Y....»- n gleich p ist. Der Werth von e wird also auch dureh 
die Verbindung dieser beiden Verwandlungen nicht verändert. Die beiden Ver- 
wandlungen sind aber offenbar gleich bedeutend mit der einen 
rg 
und diese eine mit den beiden nach einander vorgenommenen 
/A ß f 3 
(7 ) und {! 2). 
pP & \vP 
Der Werth von e wird also durch diese beiden mit einander verbundenen Ver- 


@ 


wandlungen nicht verändert. Also ıst 


ee (et 
p “ 


und eben so 


u 











TI 


=J 


Abel, von der Auflösung höherer Gleichungen, 


de 


Man sieht hieraus, dafs die Function e durch zwei aufeinander folgende 


woraus 
folgt. 


7 & L . . . . . 
Verwandlungen von der Form er wenn a und 3 zwei beliebige Zeiger sind, 
Pa 


nicht verändert wird. Nennt man daher eine solche Verwandlung, Ver- 
setzung (Transposition), so folgt, dals ein beliebiger Werth von e durch eine 
grade Zahl von Versetzungen nicht verändert wird, und dafs folglich alle Werthe 
von e, welche eine ungrade Zahl von Versetzungen geben, gleich sind. Jede 
beliebige Vertauschung der Elemente einer Function kann aber durch eine ge- 
wisse Zahl von Versetzungen geschehen: Die Function e kann also nicht mehı 
als zwei verschiedene Werthe haben. Dieses giebt folgenden Lehrsatz: 

Die Zahl der verschiedenen Werthe einer Function von nr Grölsen kann 

entweder gar nicht bis unter die grölste Primzahl, die sich unter den Fac- 

toren von 2 befindet, vermindert werden, oder nur bis auf 2 oder 1. 

Es ist also unmöglich, eine Function von fünf Grölsen zu finden, welehe 3 
oder 4 verschiedene Werthe hätte. 

Der Beweis dieses Lehrsatzes ist aus einem Memoire von Cauchy genom- 
men, welches sich in dem 17ten Hefte des Journal de Fecole polytechnigue 
pag. 1 etc. befindet. 

Es ınögen nun e und e’ zwei Funclionen sein, welche jede zwei ver- 
schiedene Werthe haben, so ist dem Vorigen zufolge klar, dafs wenn man 
durch e,, e, und e,’, e,‘ jene doppelten Werthe bezeichnet, dafs alsdann die beı- 


den Ausdrücke 


‘ 


. 


L . a ru 
ete,unde, 0 00, 
symmet rısche Functionen sind. Es secı 
“n ar 33 ie) 
eo te,=tunde, ve’ +r,er'=t, 


so findet man 





r = 


I 


2 
Man setze nunmehr die Zahl der Größen &, &,...... &n sei fünf, so ıst 


das Product 
= (a, —a,) (x, —x,) (a, —a,) (a, —%,) (@,—x,) (@,—2x,) (0, — %,) 
(x, — 2,) (0, —2,)(@ —x,) 


offenbar eine Function, welche zwei verschiedene Werthe hat; der zweite 











fie Abel, von der Auflösung höherer Gleichungen. 


Werth ist die nemliche Function mit entgegengesetztem Zeichen. Setzt man 
aloe ‘= e, so iste, = — . Der Ausdruck von e, ist also 

RO IELP „2,9 | 

„= Eu oder 


„ 


di -— REN 


2 
wo !/, eine symmetrische Function ist. g hat zwei WVerthe, die nur dem Zei- 
. . » { . [3 
chen nach verschieden sind, so dafs also ei ebenfalls eine symmetrische Func- 
tion ist. Setzt man also !f, = p und Anirag so folet 
ion 1st. zZ rt =I 2* =, g 


dals jede Function von fünf Grölsen, welche zwei verschiedene Werthe 

hat, durch p +9. g ausgedrückt werden kann, wo p und g zwei symme- 

trische Functionen sind und 

=(2, —e)la, a)... la, —r,) 

1st. 

Für unsern Zweck ist noch die allgemeine Form der Functionen von fünf 
Grölsen nöthig, welche fünf verschiedene Werthe haben. Man kann dieselben, 
wie folgt, finden. 

Es sei # eine rationale Function der Gröfsen 2 Br Zur Er F,, Weiche 
die Eigenschaft hat, unveränderlich zu sein, wenn man beliebige vier von den 
fünf Grölsen z.B. x,, 2,,®,, untereinander vertauscht. Unter dieser Be- 
dingung ist e offenbar nach x,, &,, &,, x, symmetrisch. Man kann also # 
durch eine rationale Function von x, und symmetrische Functionen von &,, ©, 
x, , @, ausdrücken. Jede sy Function dieser Gröfse kann aber u h 
eine rationale Function der Coefficienten einer Gleichung vom vierten Grade 
ausgedrückt werden, deren Wurzeln &,, &,, &,, &, sind. Setzt man also 

(v— a2,)a — a) —a)@—2a)=a° —px + ga—rcH s, 
so kann die Function e durch eine rationale Function von x, p, 9, r 
drückt werden. Setzt man aber 

(«— x) —2,) (2 —ar,)(a—x,)(a— 20,)=a’— ax’ + be — ca’ +de—e, 
so erhält man 


, S ausge- 


(— a,) (a — pa’ + ga ra +s)=a’— ar + br — ca’ + de —e 
a —(pta)+gHtpa)a —(rt+ge)c’+(s+ ro) — Sa, 


woraus 


pP 
Y 


Ga — T, 


2 
DD ax, +, 
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3 
1 


s=d-— CR, -- bi — ax, + 7 


folgt. Es läfst sich also e durch eine rationale Function von &,,a,b,e, dund 


’_ ZzrRCc > bw, — ax, — TU 
3 
1 


e ausdrücken. 
Daraus folgt, dals man e auf folgende Gestalt bringen kann: 
t 
p(w,) 


wo Z und p (x) zwei ganze Functionen von ©, a, b, c, d und e sind. Multi- 


os 





plicirt man diesen Bruch oben und unten mit g(x,), p(x,), P(#,), P(,), so 


findet man 
ii EL. (©,). p(@,) pw). Pla,) 
ya). PR) ga). PR). Pyew,) 
Nun ist p(x,).P(x,). P(x,). P(x,), wie man sieht, eine ganze und symme- 


irische Function von &,,& ,&;,®,. Man kann also dieses Product durch eine 








ganze Function von p, 9, r,s ausdrücken, also auch durch eine ganze Function 
von @,,a,b,c,d. Der Zähler des obigen Bruchs ist also eine ganze Function 
der nemlichen Grölse; der Nenner ist eine symmetrische Function von ,,%,; 
x,,®,,&, und kann also durch eine rationale Function von a, b,c, d, e ausz 


drückt werden. Daraus folgt, dals man 


v=r trr,&,tr, re ee 
setzen kann. Multiplicirt man die G Gleichung 
a, =ax, —ba +ca" —da, +e 
RE e , so ist klar, dals man zn — 4 Gleichungen erhä 
aus welchen sich der Reihe nach »,', @, ........: v, finden lassen, und zwar 


durch Grölsen von der Form 
a+ßa, ya, +la —en,‘, 
in welchen a, P, y,d, € unileiche Piielienne von a,b,c,d,e sind. 


Man kann also e auf die Form 


u .Y® . ny® - . yt 3 ” / . 
=r, tra tr, tra +r% (a) 
bringen, wo r,,r,, Tr, ete. rationale Functionen von a,b, c, d,e sind, das heilsi 


symmetrische Functionen von KR DR 


3 N 5° 
Dieses ist die allgemeine Form der Functionen, welche sich nicht verändern, 


wenn man die Grölsen &,, &,, ®,, ®, vertauscht. Sie haben entweder fünl 


,? 4 


verschiedene Werthe, oder:sie sind symmetrisch. 


Es seı nunmehr e irgend eine ratondle Function von® ,2,, 2,0, 2%, 


welche die fünf Werthe e,, e,, e,, #,, e, hat. Man nehme die Function ©": 


39 
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Verwechselt man in derselben die vier Grölsen &,, ®,, x,, ©, auf alle mögliche 


Art, so wird &, e jedesmal einen der Werthe 


m 
. 'y 
TV, 9 


m ımn ın m 
euere 
bekommen. 

Nun behaupte ich, dafs die Zahl der durch diese Vertauschung entstchen- 
den Werthe von », e kleiner als fünf ist. Denn nimmt man alle fünf 
Werthe an, so entstehen durch die Vertauschung von &, mit x,, &,, &;, ®, 
aus diesen Werthen zwanzig andere, die nothwendig unter sich und von den 
vorigen verschieden sind. Die Function würde also überhaupt 25 verschiedene 
\Verthe haben, welches nich! möglich ist; denn 25 ist kein Divisor des Pro- 
duets 1.2.3.4.5. Bezeichnet man also durch # die Zahl der Werthe, welche 
e bekommt, wenn man die Grölsen &,, &,, &,, &, unter einander vertauscht, 
so mul[s # einen der vier Werthe 1, 2, 3, 4 haben. 

1. Es sei = 1, so ist e, vermöge des Obigen, von der Form (a). 

2. Essig = 4 so iste, +», +, + e, eine Function von der Form (a). 
Es ıst aber 

‚= (v, u u A ZA 5 e,) — (e, u A 2 Au m e,) 

— einer symmetrischen Function, weniger (ve, + e,te,+e): also ist e, 
yon der Form (a). 

3. Esseı@ =2, so Ist # + e, eine Function von der Form («). Es sei also 

POL UF FTE PN, Fu Tr, A un zu rw” =g (X) 

Vertauscht man der Reihe nach x, mit x,, @,, ©,, z,, so erhält man 
oe te,=9(#,) 
„re, =g(&,) 


te,=y9(a); 
wo m eine der Zahlen, 2, 3,4,5 ist. Fürm=2isty (?,)= 9% (z,), welches 
nicht möglich ist, weil die Zahl der Werthe von g (x,) fünf sein soll. Für 
ze 3 ust 
„ + z u F (©); v 4 v, u (©,), ‘, + ‘ v.. F (X,); 


mn 





welches 

u 

20, =g(a,)—- Pla) Hy (@,) 
giebt. Das zweite Glied dieser Gleichung hat aber mehr als fünf Werthe, nem- 
lich 30. Anf dieselbe Weise läfst sich zeigen, dafs auch zn nicht gleich 4 sein 


kann. # kann also nicht gleich zwei sein. 


4. Es 

















Abel, von der Auflösung höherer Gleichungen. s1 


4. Es sa a = 3. Alsdann hate, +, + P,, folglich auch e, +e = 
(,t+e,te, te, +e)—(e,t+e,+o,), fünf Werthe Wir sahen aber, 
dals diese Voraussetzung nicht Statt findet. Also kann auch nicht # = 3 sein. 

Zusammengenommen also findet man folgenden Lehrsatz : 

Jede rationale Function von fünf Gröfsen, welche fünf verschiedene 
WYerthe hat, ist nothwendig von der Form 

r trr,® + r, x + P. x + 4 x, 
wo r,, r,, r, etc. symmetrische Functionen sind, und & eine von den 
fünf Grölsen ist. 

Aus 

.rSLERT, x” + P 2” + gg a =o 
lindet man leicht, wenn man von der gegebenen Gleichung Gebrauch macht, 
den Werth von x, wie folgt, ausgedrückt 

as, tse+se+se' + se 
ete., symmetrische Functionen sind. 


WO 5,5, $, elc. eben wie 7 


2 oT;r 


2? 
Es sei e irgend eine rationale Function, welche m verschiedene Werthe P, 
ee hat. Setzt man 
Ce )e—r)W—e,)...::.. — +) 
R m—1 ER 
=q,t9.,79;* rar Pu. v vr =(, 


so sind bekanntlich 95, 9,» 9; - ; » » symmetrische Functionen, und die m Wur- 


be] 


nn 


zeln der Gleichung 5 20ER? e.. Nun behaupte ich, «als es unmöglich 
ist, den Werth von e als Wurzel einer Gleichung von derselben Form, aber von 
einem niedrigeren Grade auszudrücken. Denn es sei 
REDEN ri u u FE an Een 
eine solche Gleichung, wo £,, t, etc. symmetrische Functionen sind, und e, sei 
ein Werth von e, der der Gleichung genug thut, so ist 
te rl =(e—e).P. 
Verwechselt man nun unter einander die Elemente der Function, so findet man 


folgende Reihe von Gleichungen : 


u-1 A R 
"pt, oo .z=(be=-o).P, 
m u-1 RR 
a Te ee =(—r).P, 
ıL uel —— {pn 
CA. „2 FREE u ee =(—o,):. Pa: 
Daraus folgt, das — ev , =, 0 —P ur... e— oe sämmtlich Factoren 


T. 11 
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von," ereen sind, und dafs folglich & nothwendig gleich m sein 
muls. Man erhält daher folgenden Lehrsatz: 
Wenn eine rationale Function mehrerer Gröfsen m verschiedene Werthe 
hat, so läfst sich allezeit eine Gleichung vom Grade zn finden, deren Coef- 
ficienten symmetrische Functionen sind, und welche jene Werthe zu Wur- 
zeln haben; aber es ist nicht möglich eine Gleichung von der nämlichen 
Form von niedrigerem Grade aufzustellen, welche einen oder mehrere jener 
\Werthe zu Wurzeln hat. 
S. W. 
Beweis der Unmöglichkeit der allgemeinen Auflösung der 
Gleichungen vom fünften Grade. 
\ermöge der oben gefundenen Sätze zusammengenommen läfst sich be- 
haupten: 
dals es unmöglich ist, Gleichungen vom fünften Grade allgemein aufzulösen. 
Nach (8. 1.) nämlich können alle algebraische Functionen, aus welchen ein 
algebraischer Ausdruck der Wurzeln zusammengesetzt sein mag, durch rationale 
Functionen der Wurzeln der Gleichung ausgedrückt werden. 
Da es nun unmöglich ist, die Wurzel einer Gleichung allgemein durch eine 


rationale Function der Coefhicienten auszudrücken, so mufs 
1 


R"—ıv 


sein, wo m eine Primzahl und AR eine rationale Function der Coefhieienten der 


gegebenen Gleichung, das heilst, eine symmetrische Function der Wurzeln ist; 


e ist eine rationale Function der Wurzeln. Daraus lolgt : 


0 — R = U 


und da es zufolge (S. II. ) unmöglich ıst, den Grad dieser Gleichung zu erniedri- 


” 


ven, so wird die Function ev, zufolge des letzten Lehrsatzes im vorigen Paragraph, 


— . "3 . 


m verschiedene Werthe haben. Da nun m ein Divisor vont1.2.3.4.5 sem 


mus, so kann zn gleich 2, 3 oder 5 sein. Nun existirt aber zufolge ($. IH.) 


keine Function von fünf Gröfsen, welche 3 Werthe hat: es muls also m = 5 
oder m = 2 seın. Es sei rau = 5: so erhält man, zufolge des vorigen Paragraphs, 


3 N 


yvhz=zr+rsctır,.+tr,a +r® 


und hieraus 


as, + 5 R + Ss Ih’ + S, y + S, 4 

Nach ($. 1.) folgt daraus 
t 2 

s P’=x, tar, tax, tax tax, 


1 L 
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wo oa’ =4. Diese Gleichung ist unmöglich, weil das zweite Glied 120 Werthe 
hat, und gleichwohl die Wurzel einer Gleichung vom fünften Grade 2 —s,'R=u 
Ist. 

Es muls also m = 2 sein. 


Alsdann ist nach ($. II.) 
vhiı=p-+ gs, 
wo p und 4 symmetrische Functionen sind, und 
s=(a, —2):......(a, —&,) 

ist. Also ıst, wenn man x, mit D, vertauscht, 

—Yh=p-—9s, 
worausp=0undy R=gs folgt. Man sieht daraus, dals alle algebraische 
Functionen vom ersten Grade, welche sich in dem Ausdruck der Wurzeln be- 
finden, von der Frm a + ß.ys®=«a-+- Ps sein müssen, wo « und P sym- 
metrische Functionen sind. Da es nun unmöglich ist, die Wurzeln durch eine 
Function von der Forn «+ öy FR auszudrücken, so muls eine Gleichung von 


re) 


der Form 
m P 
ylatßYs)=e 
Statt finden, wo a und ? nicht gleich Null sind, zn eine Primzahl ist, « und ß 
symmetrische Functionen sind, und e eine rationale Function der Wurzeln ist. 
Dieses giebt 
ın ın 
v(ar+Pps)=e undy (a—Ps)=e,, 
wo e, und e, rationale Functionen sind. Multiplicırt man e, mit e, so erhält man 
m 

u ” PORN > © 
0,9», =yY (a p s“). - 

Nun ist «® — 3°s” eine symmetrische Function. Wenn also Y (a? — 5° s?) 
nicht eine symmetrische Function wäre, so mülste, dem Obigen zufolge, zn = 2 
sein. Alsdann aber iste=y(a-+ Ay s”), und e hat folglich vier verschiedene 

ımn 
Werthe: welches nicht möglich ıst. Es muls also Y (a® — 3° s?) eine syınmetri- 


sche Function sein. Eine solche Function seı y, so ıst 





ar 
os =Yy und =. 
I 
Nun nehme man den Ausdruck 
” n 2 Y 
e,te,=yla+PyYs)+t5 =p 


v(a+rßys 
en nv B.1 ) u 
=yR+_—=Re+-;R m 
ı 
YR 


4 
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1 
Man bezeichne u W erthe, welche p bekommen kann, wenn man «aR®, a : Ri, 


u we .. statt Ra setzt, wo 
. 7 RE: Se 
ist, durch 9» Pa: ++: und mache das Product 


[e7 


m m-1 m=-2£ 
P-rP)P-P) + (Pop) =r Ah +APp :-.....=0 
so ist leicht zu sehen, dafs A, A, etc. rationale Functionen der Coefficienten 


der gegebenen Gleichung, also symmetrische Functionen der Wurzeln sein wer- 


’ 


den. Diese Gleichung ist aber offenbar irreductibel. Also mufs p, zufolge des 
letzten Lehrsatzes im vorigen Paragraph, als Function der Wurzeln betrachtet, 
mm verschiedene Werthe haben. Folglich ıst m = 5. Alsdann aber ist p von 
der Form (a) im vorigen Paragraph. Also wird 
‘Re + -=r, +ra+r,aö4rao+ra=p, 
R 
folglich a=s, ts p+s,pP +s,p +#s,p') 


1 ER 
das heifst, es wird, wenn man A? + = I’ statt p setzt, 
l 


a=t,+1,R-+t, RB’ +1, ’+1,® 
sein, wo Z,, £,, £, etc. rationale Functionen von A und von den Cöeffcienten 
der gegebenen Gleichung sınd. Daraus folgt, vermöge (3. 1.) 
AR =z2 + a er a 2.» a” v tauar,=p, 
wo “ a + +ra+ = 
ist. Aus p =t,R’ folgt aber pP =t,’R, und weil £,’R von der Form 
utruys ist, p =u-+uy s’, welches 
(p° u) = ut 
sieht. Diese Gleichung giebt, wie man sieht, p durch eine Gleichung vom 10" Gra- 
de, deren Goelficienten sämmtlich symmetrische Funetionen sind, welches aber, 
zufolge des letzten Lehrsatzes im vorigen Paragraph, nicht möglich ist; denn da 
p= ‚rw „rue, +aa, tus, 
ist, so würde p, 120 ns lem ne W silen haben; EEE ein Widerspruch ist. 
Wir schlielsen aus diesem Allen: 
dals es unmöglich ist, Gleichungen vom fünften Grade allgemein alge- 
braisch aufzulösen. 
Daraus folgt unmittelbar weiter, dafs es ebenfalls unmöglich ıst, Gleichun- 
gen von höheren als dem fünften Grade allgemein aufzulösen. Mithin sind die 


Gleichungen, welche sich algebraisch allgemein auflösen lassen, nur die von 


den vıer ersten Graden. 
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9. 
Ueber die Schwung-Pumpe. 


(Vom Herausgeber. ) 





E; kommt häufig vor, eals man das Wasser über seine Oberfläche aul gröfsere 
oder geringere Höhen empor zu heben wünscht, z. B. wenn man niedrige Marsch“ 
Gegenden vom Wasser befreien will, wenn man unter Wasser bauen will, bei 
Wasserleitungen, denen es an Gefälle fehlt, bei Salinen, wenn die Soole gradirt 
werden soll, bei Brunnen, und in vielen andern Fällen. Die Werkzeuge, deren 
man sich dazu bedient, sind sehr mannichlach. Wo es an Raum fehlt, zieht man 
mit Recht die Pumpen vor, und wenn die Höhen ansehnlich sind, die Paterno- 
ster-Werke, die dureh die Verbesserung des Herrn Leideritz in der That eine 
grolse Vervollkommenung erhalten haben. Wenn die Höhe gering ist, und viel 
Wasser gehoben werden soll, bedient man sich der Wurfschaufeln. Aber 
Pumpen, Paternosterwerke und dergleichen sind immer schr zusammengesetzie 
Maschinen, und sie lassen, wie das Schaufelwerk, viel an Kraft verloren gehen. 
Es ist bekannt, dafs der Kraftverlust der Pumpen ein Drittheil bis zur Hälfte, 
ja bei schlechten hölzernen Pumpen, drei Viertheile bis fünf Sechstheile der ange- 
wendeten Kraft beträgt. Und jemehr bewegliche Theile eine Maschine hat, 
überhaupt je zusammengesetzter sie ist, je vergänglicher ist sie arıch. Unter- 
brechungen der Wirkung aber sind gewöhnlich für den Zweck der Maschine 
besonders nachtheilig. Man glaubt wohl zuweilen, durch die Künstlichkeit einer 
Maschine noch einen Theil des nutzbaren Effects zu gewinnen, allein selten ge- 
lingt dieses, und wenn auch der Gewinn, so lange die Maschine im Gange ist, 
Statt findet, so geht wieder desto mehr durch mögliche Unterbrechungen verlo- 
ren. Die besten Maschinen sind in den meisten Fällen die einfachsten. Ist den 
Dampfmaschinen, die in neuern Zeiten fast das Wunderbare leisten, noch etwas 
zu wünschen, so ist es eine grölsere Eimlachheit. 

In vielen Fällen lälst sich nun mit grolsem Vortheil von jener Maschine 
Gebrauch machen, welche die Ueberschrift dieses Aufsatzes nennt, und welche 


wohl die einfachste von allen möglichen ist, weil sie gar keine gegen einander 


bewegliche Theile hat. Man kann sie Schwung-Pumpe nennen, weil ihre 
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Wirkung auf der Schw ungkraft beruht. Man stelle sich eine Röhre BMC 
Fig. 10. vor, die unten und oben offen und an eine senkrechte Axe AC befe- 
stigt ist. Die Röhre sei um die Tiefe /IC unter das Wasser GH getaucht. 
Wird nun das Werkzeug mit hinreichender Geschwindigkeit um die Axe AC 
herumgedreht, so wird das Wasser, welches sich in @C befindet, vermöge der 
Schwungkraft in die Röhre hinaufgetrieben, und es wird oben bei B austliefsen. 
Die Idee dieses Werkzeuges ıst zu einfach, als dafs sie neu sein könnte. 
Fs kommt nur auf die beste Benutzung derselben an. Herr Langsdorf in 
Heidelberg hat schon vor längerer Zeit eine Maschine angegeben und in seinen 
Schriften beschrieben, die er Saug-Schwungmaschine nennt, und die auf 
der Benutzung der Schwungkraft beruht. Die dort umher geschwungenen Röh- 
ren tauchen aber nicht bis ins Wasser, sondern dasselbe mufs erst durch eine, 
den unteren Theil der Axe bildende senkrechte Röhre von dem Uebergewicht 
der Luft hinaufgedrückt, oder wie man sagt, aufgesogen werden, welches die 
Wirkung vermindert. In der Abhandlung über Maschinen von Hachette be- 
findet sich die Zeichnung einer ähnlichen Maschine, deren Röhren auch in's 
Wasser tauchen. Die Röhren sind aber gradlinig, welches die Wirkung 
wiederum schwächt. In der Schrift von Lanz und Betancourt kommt, wie 
ich mich zu erinnern glaube, ebenfalls eine solche Maschine vor. Ferner erin- 
nere ich mich, irgendwo gelesen zu haben, dafs eine solche Maschine in der 
Schweiz, von einem Landmanne, im Grolsen mit gutem Erfolge benutzt worden 
ist, um Wiesen zu entwässern. Auch glaube ich, vor mehreren Jahren im fran- 
zösischen Moniteur von der Ausführung einer solchen Maschine in Frankreich, 
nach der Angabe eines Hydraulikers, Namens Mannouri-Dectot, gelesen zu 
haben, des nemlichen, der dem Institut im Jahre 1813 mehrere von demselben 
beifällig beurtheilte, auf dem Heber der Hydreole und dem wogenartigen Schwan- 
ken des Wassers beruhenden Maschinen vorgelegt hat. Endlich befindet sich in 
der neuen Ausgabe der Hydraulik von Dubuat eine Abhandlung über diese 
Art von Maschinen, wo auch die richtige Gestalt des Weges, welchen man dem 
aufsteigenden Wasser vorzeichnen muls, gefunden wird. Auch mag leicht noch 
an andern Orten von dieser Maschine die Rede gewesen sein. Bei dem Allen 
aber ist das Werkzeug wenig bekannt, und noch weniger davon bis Jetzt ein all- 
gemeinerer Gebrauch gemacht worden. Gleichwohl gehört es unstreitig zu den 


vollkommensten ın seiner Art. Sein grölster Vorzug besteht darin, dals es, wie 


gesagt, ganz. fest gebaut werden kann und am wenigsten vergänglich ist; denn es 
hat gar keine Klappen, Kolben oder andere beweglichen Theile. Ferner kann 
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damit sogar mit Sand und Schlamm angefülltes Wasser geschöpft werden, wel- 
ches durch Pumpen oder andere Werkzeuge mit Klappen, nicht wohl angeht. 
Auch ist es nicht einmal nöthie, dafs die Maschine aus einzelnen Röhren, die 
schon von Metall sein müfsten, bestehe. Sie kann sogar ganz aus Holz gemacht 
werden, wenn man ihr z. B. die Form einer sphäroidischen Schale giebt, die sich 
um ihre Axe dreht, und in dieser Schale, in verticalen, durch die Axe gehenden 
Ebenen einige Diaphragmen oder Scheidewände anbringt,so dafs das Ganze elwa 
die Gestalt eines senkrecht auf die lange Axe in der Mitte durchschnittenen Kür- 
bis bekommt. Alsdann können sich selbst kaum mehr die Röhren verstopfen, 
und man kann mit dem Werkzeuge eben so wohl Sand und andere kleine Kör- 
per als Wasser in die Höhe treiben. 

Wegen dieser bedeutenden Vorzüge ist es wohl nicht unnütz, auf das 
Werkzeug von Neuem aufmerksam zu machen. Wir wollen, weil hier von dem 
mathematischen Theile des Gegenstandes insbesondere die Rede sein muls, die 
Gestalt untersuchen, die die Röhren der Schwung-Pumpe haben müssen, damit 
sie am meisten wirken, desgleichen die Kraft, die zu ihrer Bewegung nöthig ist, 
sammt dem Effect- Verlust. So wenig sonst häufig in der Ausübung den Theilen 
einer Maschine genau die Gestalt, welche eine mathematische Untersuchung 
findet, gegeben werden kann und auch gegeben werden darf, weil selten die 
Vordersätze der mathematischen Berechnung ganz. sicher sind, so ist doch bei 
diesem Werkzeuge wirklich die Gestalt der Röhren wichtig. Denn giebt man 
denselben nicht grade die Form, welche sie haben müssen, damit das Wasser 
überall ein gleiches Bestreben hat, aufzusteigen, so wird entweder ein Theil 
dem anderen voreilen oder zurückbleiben, welches einen bedeutenden Krafliver- 
lust nach sich ziehen, und ein Grund sein kann, weshalb sich das Werkzeug 
nicht so wirksam zeigt, als es wirklich sein kann. 

Um aber nicht bei Feinheiten zu verweilen, die für die Ausübung doch 
keinen Nutzen haben, wollen wir den Widerstand an den Wänden der Höhre 
bei Seite selzen, die Röhre gleich weit annehmen und auch blofs auf das Gleich- 
gewicht und den Beharrungsstand Rücksicht nehmen. Um aber zugleich für die 
malhematische Methode arıs der Aufgabe einigen Nutzen zu ziehen, werde ıch 


sie auf die Weise auflösen, über welche ich in einer kleinen Schrift: „Ueber die 


Anwendung der Rechnung mit veränderlichen Gröfsen auf Geometrie und Me- 
chanik, Berlin 1821, in der Maurerschen Buchhandlung” geredet habe, und auch 


an diesem Beispiele zeigen, dafs das Unendlich- Kleine nirgend nothwendig ist, 
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sondern dafs auch zu den Anwendungen der sogenannten Infinitesimal- 
Rechnung die blolse Algebra zureicht. 

Es sei AC die Axe, BC die centrische Linie der Röhre, die sich um die 
Axe herumdrehen soll. Die Köhre seı mit Wasser gefüllt, so wird dieses Was- 
ser durch den Schwung ein Bestreben bekommen, sich von der Axe zu entfer- 
nen, z. B. das Wasser in M7 wird sich bestreben, nach PM fortzugehen. Da 
aber die Festigkeit der Röhre diese Bewegung hindert, so wird das Wasser 
nach der Länge der Röhre ausweichen, und folglich nach ME hinaufgetrie- 
ben werden. 

Ausser der Schwungkraft wirkt aber zugleich die Schwere auf das Was- 
ser, und treibt z. B. das Wasser ın M nach der senkrechten Richtung M F nach 
unten. Da dieser Bewegung wiederum die Festigkeit der Röhre enigegensteht, 
so wird «as Wasser wiederum nach der Länge der Röhre ausweichen und folglich 
nach MG hinabgetrieben werden. Die Schwere treibt also das Wasser hinab, die 
Schwungkraft hinauf. Sind nun die beiden, aus der Schwere und der Schwung- 
krafi entstehenden Kräfte gleich gro[s, so wird das Wasser ruhen und in der 
Röhre durch den Schwung gleichsam schwerlos gemacht werden. Tarcht man 
daher die untere Oellnung C unter das Wasser, so wird das Wasser, wenn man 
die Röhre hinreichend schnell umdreht, bei B mit einer Geschwindigkeit ausflie- 
(sen, die der Druckhöhe des Wassers über der untern Oeffnung bei C zukommt. 
Die Röhre muls also, wenn die Bewegung in derselben ohne Hindernils gleich- 
förmig vor sich gehen soll, diejenige Gestalt haben, für welche der aus der 
Schwungkraft entstehende Trieb nach oben, und der Trieb nach unten, den die 
Schwere hervorbringt, überall gleich grols sind. Diese Gestalt ist offenbar nicht 
geradlinig, weil zwar dieSchwere überall gleich grofs ist, nicht aber die Schwung- 
kraft, die vielmehr von der Geschwindigkeit abhängt, welche, weil die Winkel- 
Geschwindigkeit dieselbe ist, im Verhältnils der verschiedenen Entfernungen der 
Röhre von der Axe verschieden ist. 

Es scı 

(P=z, PM=y; 

die Geschwindigkeit des Punctes M gleich e.; 

die Schwungkraft desselben nach der Richtung PM gleich u; die Schwere 

gleich 1: 
so ist nach bekannten mechanischen Regeln 

o 


um — 


2gy° 


wo 
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wo 2g gleich 30% rheinländische Fufse ist. Die aus dieser Kraft entstehende 


h BD , 

beschleunigende Kraft, nach der Richtung der Tangente MD, ist u. Wr die 
Eu 7 Bi 

aus der Schwere = 1 entstehende beschleunigende Kraft, gleichfalls nach 


der Richtung der Tangente, aber der vorigen entgengeselzt, nach MG ist 


DM ND _DM 








1. Also mufs überall u. — MN sein, woraus 
_DM 
"END 
folgt. Danun NM die Tangente an M ist, so ist, wie bekannt, 
DM _4 
Dr 


wo dy die erste Ableitung (den sogenannten Differential-Coeffieienten, 
nicht das Differential, nicht etwas Unendlich-Kleines) bedeutet. (Wenn man 
nämlich 


y=Jsund«+ k statt © setzt, so ist 














i k” M k 
y+ Ay=y+kdy+zdyt+zzdy ERAUIRN 
i 1 
woraus die Bedeutung von Jy zu ersehen). Es muls also sein u= — oder 
a5 
udy=1. 
i oe” ’ 
Nun war u= ——, also muls sein: 
28% i 
edy=2gy. 
Die Umlaufszeit um die Axe ist für alle y gleich grols. Sie sei r Secunden, so ist 
2ny=re, 
y 3 
Any 2 
woraus 6° = —— folgt. Also muls sein: 
An’y“ 
—- dy=2gy, oder 
2ydy=g 2 
| gr’x ' 
woraus y = °—— + Const., oderday=0 für x = 0 sein soll, also Const. 
| 7 
== () ıst, i 
or 
_ 3 
"=: 


folgt, welches die Gleichung der Röhren -Linie ist. Diese Gleichung kommt 


einer Parabel zweiter Ordnung zu; also muls die centrische Linie der 
1. 12 











90 Crelle, über die Schwung - Pumpe. 


Röhre eme solche Parabel sein. Ihr Scheitel liegt in €. Macht man statt 
der Röhre eine offene Schale, mit verticalen Scheidewänden, so muls die 
Schale ein Sphäroid sein, welches durch die Umdrehung der Parabel um die 
Axe entsteht. 

Die Geschwindigkeit, mit welcher die Röhre umgedreht werden mnfs, da- 
mit das Wasser durch den Schwung schwerlos wird, und die verlangte Wirkung 


Ä ) 2nYy r io 
erfolgt, ist, weil oben 2ay=ro wa, Pe = —-, und weil zufolge der Gleichung 


— 
- 


der Linie 
— 2] 


N ym- V (gr) oder = 2 (gx) ist, 
a 7 
v=2Y(ge). 


Bezeichnet man die Geschwindigkeit des obersten Punctes BD durch ce, und die 
Höhe AC durch (dd, SO st 
e==3 v (ge). 

Diese Geschwindigkeit ist die des freien Falles von der Höhe a: also muls die 
Ausfluls-Oeffnung .D mit der Geschwindigkeit umlaufen, die ein Körper durch 
den freien Fall von der Höhe AC, auf welche das Wasser gehoben werden 
soll, erlangen würde. Alsdann flielst das Wasser bei .B mit einer Geschwindig- 
keit aus, die ein Körper durch den freien Fall von der Höhe HC erlangen 
würde, die der Tiefe der Eintauchung gleich ist. 

Die Kraft, welche nöthig ist, die Maschine zu bewegen und folglich das 


Wasser in die Höhe zu treiben, lälst sich , mit Beıseitseizung 


oO 


der Reibung und 
anderer Hindernisse, wie folgt, finden: 

Das Wasser flie[st, nachdem es in der Röhre durch den Schwung schwer- 
los geworden, in derselben mit einer Geschwindigkeit, die der Druckhöhe HC 
zukommt. Es secı 


HC =. 


Zum Hinaufireiben des Wassers ist also, wenn man will, keine Kraft 





nöthig. Dagegen nimmt die Geschwindigkeit horizontal um die Axe von unten 
nach oben zu. Sie ist z. B. in 7, für MP=y, gleich e, ın E hingegen, für 
EO=y-+%&Ay, gleche-+ Ae und hat also von MM bis Eum De zugenom- 
men. Diese Vermehrung der Geschwindigkeit muls durch die Kraft, welche die 


Maschine ın Bewegung setzt, hervorgebracht werden. 


Den) 
Ä 


* I .. * 
Der Querschnitt der Röhre sei mn, 


der Bogen UM ze S, also EM NS. 
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Das Wasser in der Röhre bewegt sich nach der Richtung ihrer centrischen 
Lime, vermöge der Druckhöhe HC = h, mit der Geschwindigkeit 2y (gli), 
welche 5 sein ınag, so dafs 

b = 2Y (sh) 
ist, gieichförmig. Also ist die Zeit, welche das Wasser braucht, um von M 
nach # zu gelangen, und welche &1 sein mag, 
" « 
ME Ns 
b a b 


Während nun das Wasser von M nach E gelangt, soll seine horizontale Ge- 


oO 


Ööt= 





schwindigkeit e, die an sich im Beharrungsstande ist, um Ae vermehrt werden, 
und zwar die Geschwindigkeit der Wassermasse, die in der Zeit A £ durch die 
höhre strömt, also der Masse 


mb \t=m\Ns. 


Also soll die Masse m As in der Zeit At= T* die Geschwindigkeit Ne erlan- 
I 
gen. Dazu ist nach mechanischen Regeln eine bewegende Kraft 
No r Neo ınb Ne 
nn (SE ee mÖös= ug 
zg/st Ma Ns 5 


ms 
nöthig. Wollte man diese Kraft mit der Geschwindigkeit e multipliciren, so 
würde das Moment, welches man findet, kleiner sein als das wirkliche Moment 
der Masse M&As. Multiplieirte man sie mit der Geschwindigkeit e + Dr, so 
würde das Moment grölser sein, weil die Geschwindigkeit von M nach E zu- 


nimmt. Also wird es irgend eine mittlere Geschwindigkeit e,, zwischen # und 
mb N» 


‘) 
- 


genau das Moment der 


mbe, Ae 


y 


e+ A e geben, deren Product mit der Kraft 





Masse m As giebt. Dieses Moment also läfst sich durch ausdrücken, 


- 


und es ist, wenn man durch M das Moment dar ganzen Maschine bezeichnet, 


m bo, Ne 





28 
Da M und e beide nothwendig von » abhängen, so ist, wenn man 
PO=k 
und ın Mund e, x + k statt x setzt: 

2 

AM=kdM+ „edM. OERRENR 
2 

De = kdev ut ERERT u 


2” 
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Die mittlere Geschwindigkeit e, liegt, wie gesagt, nothwendig zwischen 
eunde +A e, und ıst also irgend ein Werth von e, der zwischen denen 
liegt, die zu » und zus -++k gehören. Bezeichnet man daher durch = eine 


Grölse, die zwischen 0 und % liegt, so läfst sieh #, durch 


[23 


7 > 
ve =e-+ de -— de...c.... 


I 
ausdrücken. 


Setzt man diese Ausdrücke von AM, Sr und e, in die obige Gleichung 


mbe, De 2 
AM=— ————, so erhält man 
2g 
ke“ Dar zn d . en k” ) 
kdM + zIiM Erg + »de+ +Zdo a (kdo+—d ee: 
oder wenn man mit k dividırt, 
k > _ m? %” 2 k o 
dM + zEeM. a: +z4o ....)(de + zur N 





Da diese Gleichung für “i beliebigen Werth von % Statt findet, so fin- 
det sie auch Statt für k=0. Dann aber ist auch «<= 0, weil =» nothwendig 
zwischen O und 4 liegt; also giebt die Gleichung, wenn man k = 0 setzt, 


zn b v d v 








dM = ———, 
)o 
“5 
mbo” rn 
woraus M = —— + Const. folgt. Da das Moment M gleich Null ist, für 
A or x 
ö 
e= 0, so ıst Const. = 0, also blofs 
mbe” 
M= — 
Ag 


Dae=2y (gx) sein mulste, so ist auch 


. mb.4ex 
M—= BT. mb. 





4 [02 


8 

Für die ganze Maschine ste = AC= 
M = mba. 

Durch dieses Kraft- Moment wird das Wasser auf die Hihe AH =a—h 


sehoben. Die Masse des ın einer Secunde gehobenen Wassers ist, weil es sich 


J 
Da 
« 








‚ also das gesammte Moment 


mit der Geschwindigkeil b bewegt, zm&. Also ıst der nutzbare Effect eleich 
mb(a—h). 


Das Moment der angewendeten Kraft war mba. Also ist das Moment der 


Kraft. welche verloren oc ht, mba— m bla _ h), gleich 


mb. 
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Der verloren gehende Effect mbh verhält sich also zu den übrig bleiben- 
den Effect md (a — h), wie die Tiefe der Eintauchung der Röhre A zu der Höhe 
a — Ir, auf welche das Wasser gehoben wird. Dieser Verlust ist nur gering, 
denn eine unbedeutende Tiefe der Eintauchung giebt schon eine bedeutende 
Geschwindigkeit des Ausflusses d, weil 6 die Geschwindigkeit ist, die der Tiete 
der Eintauchung, als Fallhöhe, entspricht. Z. B., wenn man die Röhre einen 
Fufs tief eintaucht, flielst das Wasser oben schon mit 2Y (g.1)=2y Id! = 
beinahe 8 Fufs Geschwindigkeit aus. 

Man sieht, dafs bei dieser Rechnung nirgend eine Spur vom Unendlich- 
Kleinen vorkommt, sondern dals sich alles durch die blolse Algebra finden lälsı. 

Die Form der Röhre richtet sıch nach der Voraussetzung, dafs die Geschwin- 
digkeit der Umdrehung des obersten Punctes D genau e=2Yy (ga) ist. Ist die 
Geschwindigkeit kleiner, so flielst kein Wasser aus; ist sie grölser, so sind die 
Schwere und die Schwungkraft nicht ım Gleichgewicht, sondern die letztere über- 
steigt jene. Alsdann wird die Bewegung des Wassers nach oben besehleu- 
nigt, und die Biegung der Röhre muls entweder eine andere sein, oder ihı 
Querschnitt muls von unten nach oben abnehmen. Die Biegung der Röhre zu 
ändern, ist für die Ausübung nicht rathsam, weil man ihr in jedem Falle keine 
veränderliche Form geben kann, wie es für eine veränderliche Geschwindig- 
keit der Umdrehung nöthig sein würde. Da auch der Querschnitt nur unverän- 
derlich sein kann, so muls man die Röhre an der einen Seite durchlöchern, da- 
mit bei veränderlicher Geswindigkeit die Luft entweichen könne, oder man mnls 
die Röhre an der innern Seite ganz offen lassen, wie in dem Falle der sphäroidi- 
schen Schale mit Scheidewänden. 

Es lassen sich über diese Maschine, wenn man die Geschwindigkeit grölse 
oder kleiner annimmt, als sie nach den obigen Voraussetzungen sein muls, oder 
wenn man den Widerstand an den Wänden und andere Hindernisse in Betracht 
zieht, noch mehrere mechanische Rechnungen anstellen, die wir aber, um die- 
sen Aufsatz nicht über die Gebühr zu verlängern, und da sie für die Ausübung 
keinen besondern Nutzen haben, übergehen. 

Die Art, wie die Maschine in Bewegung gesetzt wird, richtet sich nach 


Man kann dazu, wie gewöhnlich, jede bewegende Kraft be- 


den Umständen. 
nutzen, als Wind, Wasser, Dampf, Thierkräfte u. s.w. Das Gerüst der Ma- 
schine mufs natürlich so grofs sein, dafs sich die Röhre, oder die sphäroidische 
Schale darin frei umdrehen kann. Oben bei DB mufs eine ringförnige Runne 


umherlaufen, die das Wasser auffängt, und die Röhre muls umgebogen sein, 
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damit kein Wasser verspritzt wird, ungefähr wie es in der Figur bei B angedeu- 
tet is. Da die Axe senkrecht steht, so lassen sıch vorzüglich zu Bewegung die- 
ser Pumpe, wo es sonst den Umständen nach thunlich, horizontale Windilügel 
benutzen, was besonders da angehen wird, wo es auf Austrocknung niedriger, 
flacher Ländereien ankommt. Die Flügel können alsdann sogar unmittelbar an 
die Pumpen -Axe befesugt werden, in welchem Falle die Maschine, auch selbst 
bis zur bewegenden Kraft hın, gar keine Räder oder beweglichen Theile hat. 
Ueberhaupt ist die vorzüglichste Anwendung dieser Pumpe, wohl die in dem 
eben genannten Fall zur Abtrocknung von Ländereien, wo es nicht an Raum 
fehlt, die Förderungshöhe gewöhnlich nicht sehr grofs ist, und öfters schlammi- 
ges Wasser ochoben werden muls. Beim Bauen unter Wasser, oder um Was- 
ser aus Brunnen zu heben, ist sie weniger geschickt, jedoch nicht unanwendbar, 
weil der Parameter der Parabel, nach welcher die Röhre gekrümmt sein muls, 
willkürlich ist, und die Linie auch sehr flach sein kann, indem es nur darauf 
ankommt, dafs der obere Punct der Röhre hinreichend geschwind umge- 
dreht wird, und also nur die Winkelgeschwindi okeit hinreichend ver- 
srölsert werden darf. Ist die Hubhöhe grofs, so muls man das Wasser Absatz- 
weise heben. 

Das Werkzeug verdient ın jedem Falle Aufmerksamkeit, wegen seiner 
Einfachheit, geringen Kostbarkeit, Festigkeit und Dauer. Selbst geringere 
Schäden machen es noch nicht ungangbar, wie Pumpen und andere zusarnmen- 
gesetztere Maschinen. 
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10. 


Einige Nachrichten von Büchern. 


Aus der neueren Deutschen mathematischen Literatur vrollen wir diesesmal fol- 
gende zweı Werke nennen: 
1. Eytelwein Grundlehren der höhern Analysıs. Berlin bei Reimer. 2 Bände 
in Quarto, zusammen 1166 Seiten. 


Dieses Werk verbreitet sich mit Klarheit über mehrere wichtige Gegenstände 
der Analysıs, namentlich über die höheren Gleichungen, über die Facultäten, 
über die Reihen, sowohl ım Allgemeinen, als über die rücklaufenden, über die Ent- 
wickelung der Reihen, über das (zesetz der Coelficienten, über die Convergenz, Ver- 
bindung, Verwandlung und Summirung der Reihen; ferner über die Kettenbrüche, 
über die Zerlegung der Brüche, über die Differenzen und aritlımetischen Reihen 
höherer Ordnung, über die Differenz-Gleichungen und ihre Zurückleitung, über 
die inexplicabeln Functionen, über die Gröfsten und Kleinsten, über das Einschalten 
und über die combinatorische Methode. Es enthält eine reiche Sammlung von in- 
teressanten Resultaten, und unter denselben vieles Neue, oder neue Ansichten, Fr 
läuterungen und Aufklärungen. Es hat für den gegenwärtigen Standpunct der Ana- 
lysıs ungefähr die nemlichen Zwecke, wie Eulers zntrod. ın anal. inf. für den da- 
maligen. Der der Combinatorik gewidmete Theil des Werkes wird ohne Zweifel dazu 
beitragen, diese Methode näher aufzuklären und ihr ihren richtigen Standpunct ın 
der Analysıs anzuweisen. Das Werk ıst für die mathematische Literatur wichtig, 
und in jedem Betracht des Scharfsinns des hochverdienten Verfassers würdig. 


2. Dirksen Variations-Rechnung. Berlin, beiSchlesinger. 1823. in Quarto. 


In diesem Werke findet man diesen abstractesten Theil der Analysis in seinem 
ganzen Umfange mit grofsem analytischen Scharlsinn abgehandelt. 

Aus Pflicht gegen seinen Herrn Verleger glaubt der Herausgeber seine eigenen 
neueren Arbeiten an diesem Orte nicht verschweigen zu dürfen. 

Ks ıst ım Anlange dieses Jahres in der Beimerschen Buchhandlung zu Berlin 
ershienen: Lehrbuch der Arıthmetik und Algebra, und so eben erschien 
die erste Abtheilung eines Lehrbuches der Geometrie, welche die Planı- 
metrie, die ebene T'rigonometrie und Polygonometrie enthält. Beide Lehrbücher sind 
sowohl für Diejenigen, welche sich der Mathematik ganz widmen wollen, als für 
Alle, dıe ıhrer als Hülfswissenschaft bedürfen, vorzüglich aber zum Selbstunterricht 
bestimmt. In der Arıthmetik und Algebra ıst der Verfasser häufig von dem Ge- 
wöhnlichen abgewichen, und hat diesen Theil der Elemente in dasjenige System zu 
bringen gesucht, welches nach seiner Ueberzeugung der Natur des Gegenstandes an- 
gemessen ist. Obgleich der Umfang des Lehrbegrills nur wenig den gewöhnlichen Um- 


fang eines Elementarbuchs übersteigt, geht der Inhalt doch beı weiten über die ersten 
Flemente hinaus, Es enthält z. B. eine schon ausgedehnte Theorie der höheren Glei- 
chungen, mehreres von den Reihen, und selbst Manches aus der sogenannten Dilfe- 
rential- und Integral-Rechnung, die nach der Ueberzeugung des Verlassers blofse Al- 
gebra ist. Das Buch ist in dem Sinne entwickelt, welchen der Verfasser früher in 
seinem „Versuch über die analytischen Facultäten, Berlin beilkeimer, 1823,” angedeutet 
hat, und in welchem er ferner die gesammte Analysis zu entwickeln gedenket. Er 
bereitet einen umfassenden Lehrbegriff der gesammten Analysis vor, dessen Verlag 
die hiesige Schlesingersche Buchhandlung übernommen hat. Dadie gesammte Ana 
lysıs im Zusammenhange noch nie von einem und demselben Verfasser systematisch 
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und nach gleichen Ansichten abgehandelt worden ist, so hofft der Unternehmer, dals 
seine Arbeit auch schon deshalb nützlich sein werde. 

Der Lehrbegrill der Geometrie, von welchem die erste Abtheilung erschien, ent- 
hält ebenfalls viel mehr, als die gewöhnlichen Lehrbücher, z. B. Näheres über die 
Vielecke, das Nöthigste über die Transversalen, die Anfänge der analytischen Unter- 
suchung der Lage der Linien und Ebenen, das Nöthigste über die Puncte der mittlern 
und kleinsten Entfernung, eine etwas weitere Auslührung der Trigonometrie und 
eine in gewissem Betracht vollständige Ausführung der Polygonometrie. Dabei hat sich 
der Verlasser der gröfsten Strenge, so wie der grölsten Einfachheit und überall einer sy- 
steinatischen Zusammenstellung befleifsigt. Der zweite Theil dieses Buches, welcher die 
Stereometrie und sphärische Trigonormetrie enthalten soll, wird in Kurzem nachfolgen. 

Von den neueren Producten der mathematischen Literatur in anderen Sprachen 
nennen wir diesesmal nur: 


Poncelet traitd des proprietds projectiwes des figures, Paris, chez. Ba- 
chelier. 4. 1822. 


weil dieses Werk mit einer Abhandlung in dem gegenwärtigen ersten Heft dieses 


Journals, nemlich mit der Abhandlung des Herrn Steiner $. 38 etc. in einer ge- 
wissen Verbindung steht. Der Inhalt des Werkes ıst für die Geometrie von dem 
höchsten Interesse, denn es enthält des Neuen, sowohl ın der Methode als an Ge- 
genständen, viel. Unter Projection der Figuren wird ihr perspectivisches Bild 
verstanden, das heilst, die Figur, welche auf einer beliebigen Ebene oder auch auf 
einer Fläche entsteht, wenn man mit derselben die geraden Linien aus dem Auge 
nach den verschiedenen Puncten der gegebenen Figur schneidet, Und vermittelst der 
Kisenschaften des perspectivischen Bildes, welches häufig einfachere Gesetze hat, als 
die gegebene Figur, wırd diese letzte untersucht. Wie fruchtbar diese Methode sein 
müsse, kann man aus folgendem einfachen Falle abnehmen. Man stelle sich zwei 
gerade Linien in einer Ebene vor, die in einen Punct zusammen laufen, und mehrere 
andere gerade Linien in der nemlichen Ebene, die ebenfalls alle in einen anderen Punct 
zusammen laufen und jene beiden schneiden. Die Durchschnitte der Linien werden 
eine Reihe aneinander liegender Vierecke bilden, die ganz unregelmäfsig sein können. 
Zieht man nun in jedem dieser Vierecke die beiden Diagonalen, so liegen die Durch- 
schnitispuncte der Diagonalen in einer und derselben geraden Linie. Wenn man die- 
sen Satz auf die gewöhnliche Weise durch Transversalen oder aus der Achnlichkeit 
der Figuren in der Fbene beweiset, so ist der Beweis ziemlich weeitläufig. Durch 
eine perspectivische Projecthion hingegen ist er ungemein leieht. Man lege nemlich 
eine andere Ebene gegen die gegebene so, dals sowohl die geschnittenen zwei Linien, 
als die sie schneidenden unter einander parallel sind, welches allemal angeht, so sind 
die Bilder der schielen Vierecke der gegebenen Figur auf der neuen Ebene offenbar 
lauter Rechtecke; und dals die Durchschnittspuncte solche aneinander liegende Recht- 
ecke in eine und dieselbe grade Linie fallen, ıst fast an sich selbst klar. Das Werk 
des Herrn Poncelet entwickelt eine Menge interessanter und neuer Sätze, sowohl 
von der geraden Linie ın der Ebene und den damit umsehlossenen Figuren, als von 
den sogenannten Kegelschnitten. Mit der obigen Abhandlung steht das Werk deshalb 
in Beziehung, weil der Verfasser der Abhandlung, Herr Steiner, und Herr Poncelet, 
beide, ohne von einander zu wissen, an dem nemlichen Gegenstande gearbeitet und 
inehrere gleiche Resultate gefunden haben. Herr Poncelet hat, wie er in der Vorrede 
seines Buchs erzählt, seine Untersuchungen als Kriegsgefangener zu Saratow in Rufs- 
land, entfernt von aller literarischer (remeinschaft, angestellt, und Herr Steiner hat, 
wie der Herausgeber von ihm vernommen, ohne Herrn Poncelets Arbeiten zu ken- 
nen, mehrere Hesultate desselben ebenfalls gefunden, ist aber zum Theil noch wei- 
ter gegangen. Herr Steiner ist im Begriff, seine Resultaıe zusammenzustellen, wovon 
ein grölseres, interessantes Werk zu erwarten ist, 
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Bemerkungen über die Form der Wurzeln algebraischer 
Gleichungen. 


(Von Herrn Louis Olivier.) 





E; 
D:: Wurzeln einer algebraischen Gleichung, z. B. der Gleichung 
x" ‚n —1i n -2 ‚n — 53 u 
+p,% TP,X. rer. +p,=9; 
sınd nothwendig Functionen der Coefficienten p,, ar pP, Wie 
x = /(p.» Bi Bier P.): 


wo f ein Functionszeichen ist. Die Zahl der Wurzeln ist n. 
Entwickelt man den Ausdruck von & nach den Potenzen und Producten der 
Gries p.,PiPir +»: - Pr, nemlich wie 
z=u+Pßp,tIp, etc. 
typ, t Ep;,P: 
ie ee a +7r p; 


ri BEER EEE FF EEE 


so sind die Coefhicienten a, ß, y, d etc. von pP, , Pay Ps +: p, unabhängig 
und nur aus absoluten Zahlen zusammengesetzt. Aber die Grölsen p , p,, p 
.p, haben sämmtlich nur einen Werth, während x, n verschieden« 
Werthe haben kann. Daraus folgt, dals die Coefhicienten a, , y, d etc 
Wurzel-Gröfsen enthalten können. Dergleichen Wurzel-Grölsen können 
allemal auf die Wurzeln von Eins gebracht werden, und ihr Exponent kann 
nicht gröfser und nicht kleiner sein, als rn: denn sonst würden, unabhängig von 
jeder besonderen Bedingung, mehr oder weniger als zz verschiedene Werthe von 

v Statt finden können; welches nicht der Fall ıst. 
Es muls also umgekehrt x nothwendig eine Function, nicht allein von den 


Coefficienten P,, Ps» Pa ==: p' der gegebenen Gleichung, sondern auch 


3 


1 {3 
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n 
von der Wurzelgrölse Y 1 sein. Der allgemeine Ausdruck der Wurzeln einer 
algebraischen Gleichung vom r'°® Grade ist also: 
n 
wur fl 

Dieser Ausdruck kann zz verschiedene Werthe haben, weil Nz so viele ver- 

schiedene Werthe hat; aber nicht mehrere. 
> 

Entwickelt man diesen Ausdruck von x, statt nach den Potenzen und Pro- 

ducten der Coefhieienten PP» Pa +++ +P,, Vielmehr in eine nach den Po- 
n 
tenzen und Produceten der Wurzelgröfse Y 1 fortschreitende Reihe, so ist leicht 
zu schen, dafs diese Reihe nie mehr als 2 Glieder haben kann, welchen von den 
n 
ı Wr erthen der Wurzelgrölse Y1 man derselben auch beilegen mag: denn alle 
n 
Potenzen der verschiedenen Werthe von Y 1, von höheren Exponenten als r, 
sind immer anderen Potenzen dieser Wurzelgröfse gleich, deren Exponenten kleı- 
ner sind als z.. Die entwickelte Reihe wird also immer folgende Gestalt haben: 
n n 2 n 3 n n-1 
z=ev,Yi1+ e,(y1) +o, (v1) AR +.) +e,- 
3. 


n 
Giebt man in diesem Ausdrucke von & der Wurzel-Gröfse Y1i der Reihe 


nach ihre 2 Werthe, die sich vermöge der bekannten Eigenschaften der Wur- 
1 14 ; n—/ 


zeln der Einheit durch Ar, 1", 1T...... 1”, 1 ausdrücken lassen, so findet 





man folgenden Ausdruck der » Wurzeln der gegebenen Gleichung: 





: 3 n-1 
| = fa . 4n : 4a A ur 
v, o1 rt +1 Bl cı 4 eo, 1 +r, 
4 ® 6 en-2 
— ; ” ’ n n u ar a I n ? 
v, ...o.r.1 er 1°. +o_,1 +r, 
3 6 9 3n—-3 
Er; un ’ n 7 BR 2 a 4 n . 
X, ve iu >08 +e,1 +e_ 1 + ec, 
n—1 £n—?2 3n—3 (n—1)2 
._.,=v1*r vo1® po,1l*® sinn +0_, 174% 
nn — W er er, a a ö MR +, 
4. 


\Wenn rn eine Primzahl ist, so werden die Coeflicienten einer und der- 


selben Gröfse P,e,e, elce ım den Ausdrücken von _ ME RER 


. 


immer unter einander verschieden sein. Ist z eine zusammengesetzte Zahl, 


so können die Coefheienten von e,, €,, e, etc. in mehreren Werthen von & wie- 


g 
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derkehren. In allen Fällen aber wird die Summe der Coefheienten jeder Grölse 
©, 0, 0, etc. gleich Null sein: denn diese Summe ist immer die Summe aller 
\V urzeln der Einheit, deren Exponent r oder ein Theiler von zz ist. 
Dieses siebt 
‚rr,rrT,:.-....... + =ne, 

Nun kann man se ein in eine andere verwandeln, die kein zwei- 
tes Glied hat, oder in welcher die Summe der Wurzeln Null ist. Also kann 
man immer machen, dafs 

ne, =0 oder #e, = 
ist. Dadurch reduciren sich die obigen allgemeinen Ausdrücke der Wurzeln 


INET Gleichung vom nt” Grade auf 


} 2 n=] 
v, =eln +, RE te, 1® 
14 N) Äh 2n-? 
ı =, in + rc {in ee 5 2 + 3 1 
3 6 9 an u 
x, = ie +eYia oe, im... u 
ni 2n—?2 3n—° (n=1) 
2 pe ıı il ıl Il 
a, zei +e,1 +r 1 . en 
T =p, + er .z EEE PR... 


Man sieht daraus, dafs die PET der Wurzeln immer auf Summen 


vonn—A integrirenden Theilen reducirt werden können. 


5. 
Die Grölsen e,, €,, #3, 2.2... 8,_,, Welche in den Ausdrücken von & vor- 
kommen, sind in denselben der Reihe nach mit allen Wurzeln von 1 multipli- 


cirt, deren .n 2000000 rn oder ein Theiler von r ıst, und jede Grölse far ze. 


- 


kann nur einen Werth haben, weil nur rn verschiedene W KR von x Stat! 


finden. Daraus folgt, dals Au ee ee 0 nothwendig die Zahlen wer- 


R) 


the (ohne Rücksicht auf das Zeichen genommen) der Wurzeln, mit » oder 


einem Theiler von r zum Exponenten, von anderen Gröfsen en eg paper 


2 , 


sein müssen, welche Functionen der Coeffieienten der ER Gleichung sind. 


Also können die Wurzeln der gegebenen Gleichung, wenn z eine Primzahl! 


ist, auch auf folgende Weise ausgedrückt werden: 


nr ı1 zı 
a=yu+ryu,tyYyu,+.:....... Yu. 
und wenn nz. B. zn zum Theiler hat, durch 


=yu+yu,+yu ee Ya u. 2 me 
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Dieser allgemeine Ausdruck von x giebt die rn verschiedenen Wurzeln der 
gegebenen Gleichung, wenn man die Zahlenwerthe der Wurzel-Grölsen 


« 


ıl m 


yvu,yu,ete und yu,,y u, etc, den Ausdrücken von ($. 4.) gemäls, der 


Reihe nach mit den Wurzeln von { multiplicirt. 


6. 


Da beliebige Gröfsen immer als Wurzeln einer algebraischen Gleichung be- 


oO 
trachtet werden können, deren Exponent der Zahl der Gröfsen gleich ist, so kann 


man die n — 1 Grölsen e, , €,, #,....0, _, oder auch die Gröfsen u, 


U,.... u,_, als die Wurzeln einer Gleichung vom Grade 2 — 1 ansehen, z. B. 


als die Wurzeln der Gleichung 


n—1 


n—2 ne: 
EEE egB +7, I: 
Die n — 1 Coeflicienten @,, @,5 93 +++ +++ Q,_, dieser Gleichung sind noth- 
wendig Functionen der n — 1 Coeflicienten der gegebenen Gleichung p,, p, -- 


Pa, (pP, Ist gleich Null angenommen), weil die integrirenden Theile u, , w,, 


Ä 


RE u _, der Wurzeln der gegebenen Gleichung, welche die Wurzeln der 


auflösenden Gleichung in u sind, nur von diesen Coefficienten abhängen. 

Findet ınan also, dafs die integrirenden Theile v,,u,,u,......u,_, der 
Wurzeln der gegebenen Gleichung in den Ausdrücken dieser Wurzeln nach 
Belieben untereinander verwechselt werden können, so werden sie nothwendig 
die Form der Wurzeln einer Gleichung vom Grade nr — 1 haben. 


Gelingt es, die Coellicienten 9, Q5> Ip + +++ 7,_., der auflösenden Glei- 


chung in z durch die Coeflicienten der gegebenen Gleichung auszudrücken, so 
läfst sich die gegebene Gleichung vom Grade r, vermittelst einer Gleichung vom 
Grade n — 1 auflösen. 
- 
1 
5 2 
Multiplicırt man in den Ausdrücken (3. 4.) & mit 1», x, mit 1”, x, mit 


{3% etc., so gehen die Coefficienten der Glieder, welche #, enthalten, in diejeni- 


son mit e,, die Coefficienten der Glieder, welche e, enthalten, in diejenigen mit 


, 
= 
Ä 


© ,u. s. w. über, die Coeflieienten der letzten Glieder sind sämmtlich gleich 1. 


Nimmt man also die Summe aller Producte, so findet man 
3 ıı 


1 2 ; 
= Ip 210 pp 2 Its +2 1Y=ne,_: 


TI 
A 6 


Multiplieirt man @, mit 4", @, mit 1”, &, mit fu etc., so gchen die Cocf- 


ficienten der Glieder, welche #, enthalten, in diejenigen mit e,, diejenigen mit 














Olivier, über die Form der Wurzeln algeb. Gleichungen, 101 


e, in diejenigen mit e,, u. s. w. über. Die Coefhicienten der Glieder mit e,_, sind 


sammtlich gleich 1. Die Summe aller Producte ist also alsdann 
2 % 6 2n 


n ‚4n n a Re 
= 2’ ut pen. FR 
Fährt man auf diese Weise fort, so findet man 
2 3 
rn n za ıl n —— . 
x, 1 +2,1 +2, 1 rer, NO an 
D & 
rı * n n a — . 
x, 1 +z,1 +x, 1 rer. I, Ne ,_a 
3 6 9 


zii" +21" 2,17... ee NV 


re ae ehe RE 
za 1 2 1 a, 1" ... ten. 

Diese Ausdrücke stimmen mit denen überein, von welchen Lagrange in 
seinen Untersuchungen über die algebraischen Gleichungen ausgeht. (Man sche 
Not. XI. seines Werks: TZraite de la resolution des dquations numcdriques.) 


Die gegenwärtigen Grölsen u, u,, u, sind die nemlichen, welche Lagrange 


', r' etc. bezeichnet. 


durch r’, r 
Die Voraussetzungen von Vandermonde in seinen Untersuchungen üben 
die Auflösung der algebraischen Gleichungen stimmen ebenfalls mit unseren Ans- 
drücken. Vandermonde setzt im Wesentlichen: 
1 
x = - (=, nr 0e ıy N en 


120 
1 2 


1 rı pi na 
+ E v(®, —- j. TV, —+ j» T, Eu wi + %,) 
{» = 
+ — v(«, u 1" x,+r l 
n 
etc. Das heilst 


1 nn n ı1 > 
. (u tvVu. HVUnas:-- +Yu); 


1 


are u 


welches mit den obigen Ausdrücken ($. 5.) übereinstimmt. 


Rn 


Da sich die Auflösung einer gegebenen Gleichung vom Grade » auf die Un- 
tersuchung einer auflösenden Gleichung vom Grade n — I zurückführen 
lälst (S. 6.), so kommt es darauf an, die Coefficienten der auflösenden Gleichung 


15 92» Ja * == +: In-ı durch die m — 1 Coefficienten p,, P, ++»: ?, Jer ge- 


scbenen Gleichung auszudrücken. Hierbei giebt es drei Fälle: 
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Erster Fall. Die Gröfsen €, 0,, f,...... ©,» welche ın den Aus- 
drücken der Wurzeln der gegebenen Gleichung (S. 4.) vorkommen, können auf 
{ 2 3 


n-L1 


leiche \Weise mit den Wurzeln der Einheit, 1", 1", 1" ......1 a ver- 


bunden sein, so dafs sie sich untereinander nach Belieben vertauschen lassen, 
ohne dals man andere Ausdrücke, als die von x, findet. 


Setzt man in diesem Falle die obigen Ausdrücke von ©, , @,...... in die- 


1 2 

jenigen der Goe {icienten der segebenen Gleichung Pas Ps +++ + Pa nemlich ın 
2,2, +2, 2,. ve 7, I, rs =p, 
U T, 3: — mw m m vr — T T, T "OOBBE WR DER — ZB 


. . . * * . [3 * * * [2 [3 ‘ “ 


I | . y. 1 FR . ri . . . 
oder anıch ın die Ausdrücke anderer beliebiger symmetrischer Funchonen der 


VW urzein der gegebenen Gleichung, z. B. in die Ausdrücke der Summen der 
Potenzen der \W urzeln bis zur zıt°®, welche sich bekanntlich rational durch die 


Goeflicienten der gegebenen Gleichung ausdrücken lassen, so werden die Aus- 


drücke mit 0, , 9.5, d,...0. ©,_,, Welche man findet, nolhwendig die Gröfsen 
ia Di ee “_, symmetrisch enthalten. Und weil umgekehrt belie- 


bie symmetrische Functionen der Wurzeln einer Gleichung durch die Coeih- 
cienten der age selbst anseedrückt werden können, so lassen sich die 
Gofiicienien 7,9, : Ga, der auflösenden Gleichung finden. Die Grölsen 


Een RR sınd eh: die tea Wurzeln ihrer W urzeln UsU,...- Un: 


Man muls übrigens die Coeflieienten der Gleichung in , und nicht diejeni- 
gen der Gleichung in e berechnen; denn der erste Coefficient dieser letztern 
würde 8, te, +e,...... + r,_,, das heifst, gleich einer der Wurzeln der 


gegebenen Gleichung selbst sein, und man würde nichts gewonnen haben, weil 
die Giel hun aus welcher dieser Coefhicient gefunden werden mülste, von dem 


es .. Y nd ‘ y . , 
nem! ı Grade sein wurde, wie die oeeeebene Gleichung selbst. 


Es ıst leicht zu sehen, dafs die symmetrische Verbindung der zn — 1 in- 


tegrirenden Theile 8, e,...... e-, der Wurzeln der gegebenen Gleichung 
a ar: ni 
mit denn — 1 Wurzeln der Einheit, 1”, 1», 18.......1» nur beı den 
Gleichungen vom zweiten und dritten Grade Statt findet. Denn die Zahl 
er Verbindungen der a — 1 Gröfsen €, 0, #8, ... 2... e._, unddern — 1 
| a - 3 n-1 
Wurzein 1®, 18, 4%......1n ıt(r—A)(n—2)(n—3)......1. Die 
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gegebene Gleichung hat aber nur na — 1 zusammengesetzte Wurzeln, denn 

die letzte ist blos e +, + #8, ......#+r,_,. Also muls 
(n—1)(n—2)(n—3)........ I=n—1 

sein, und dieses ist nur fürn =2 und n=3 der Fall. Also findet der geren- 

wärtige erste Fall der Berechnung der Coeflicienten der auflösenden Gler- 


chung nur für die Gleichungen vom zweiten und dritten Grade Statt. 


Zweiter Fall Wenn die a — 1 integrirenden Theile e,, ce, #,.-- 
a der Wurzeln der gege ‘»benen eg mit den zn — 1 Wurzeln der 


nt 
1 2 a. 
Einheit 1%, 1". .....1% nicht symmetrisch verbunden sind, welches tür 
höhere Grade als den dritten immer der Fall ist, so kann man andere symmme- 
trische Ausdrücke der gesuchten Wurzeln willkürlich annehmen. Dieses ist imn- 
mer erlaubt, weil die Form der allgemeinen Ausdrücke der Wurzeln der gege- 
benen Gleichung lineär ist. 
Die Bedingungen, welche dergleichen, für die Wurzeln der gegebenen ülei- 
chung willkürlich angenommene symmetrische Ausdrücke erfüllen müssen, beste- 
hen blos darın, dals sich die a — 1 integrirenden Theile, aus welchen sie zu- 


saınmengesetzt sind, nach Belieben müssen verwechseln lassen, ohne dafs man « 


ed- 
durch aus den Ausdrücken der » Wurzeln ©, , &,, &,..... a, hinausschreitet, 
und dafs die Summe der Ausdrücke der zz WW urzeln immer eich Null; 

Es ist leicht zu schen, dals diese Bedingungen erfüllt werden, wenn man 
in den Ausdrücken der 2 — 1 ersten Wurzeln, der Reihe nach, je einen der 
r. — 1 integrirenden Theile mit einem willkürlichen Zahlen -Goelficienten multi 
plicirt, die letzte n° Wurzel aber der Summe der a — 1 vorhergehenden, ne- 


gativ genommen, gleich setzt, das heilst, wenn man setzt: 


2 2 7 U a + kz,-, 
v,=2, t2,+2,.....rr01.: +kz2,..+ 2... 


a =z +: A Bi .. 


3 =h2z +2, +2, ........ re a 
_9 - - 
(ken 2) (z, +2 „r3, Pie en 
In diesen a können die Grölsen 2,, 2,, 2, ......2,_,, wie man 


sieht, untereinander nach Belieben vertauscht werden, ohne dafs man aus den 
Ausdrüchen der Wurzeln herauskömmt, und die Summe der Wurzeln ©, ,, 


st gleich Null. Den Coefficienten k kann man willkürlich anneh- 


Torten. d 


Il 
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men, ausgenommen gleich O und 1, weil O0 und 1, za =ı =® 
undda, =(n—1)z, oder 

EEE ER en 
TER ren PR Pa 


etc. geben. Es ist auch leicht einzusehen, dafs nur einer der integrirenden 


X 
i 


I 


o 
- 


Theile der Wurzeln mit einem willkürlichen Coefficienten multiplieirt werden 
kann. Denn verbände man mehrere Theile mit willkürlichen Coeflicienten , so 
entständen mehr als 3 verschiedene Ausdrücke von &; wegen der möglichen Ver- 
tauschungen der Goefheienten und der Grölsen, mit welchen sie multiplicirt sind. 

Substituirt man nun diese Ausdrücke von x in beliebige symmetrische Func- 
tionen der Wurzeln &,, &,&%,........2,, deren Werthe aus den Coefficien- 


ten der ebenen Gleichung gefunden werden können, und es gelingt, aus die- 


geg 
Bi a . x . nn ıı n 
sen Funetionen andere symmetrische Functionen von u ERETTT 


welchen sich die Coefhcienten einer auflösenden Gleichung 
nt 1-2 n-3 
nn .n n 
. @) +1) +1.) .....+,,=0 


abnehmen lassen, zu finden, so lassen sich die Werthe der für & angenomme- 
nen integrirenden Theile lass z, berechnen. 


Ucbrigens lälst sıch dieses Verfahren auch auf die Gleichungen vom zweı- 


ien und dritien Grade anwenden. 


Dritter Fall. Hat das Verfahren des zweiten Falles keinen Erfolge, weil 
man vielleicht, indem man die Coefficienten der auflösenden Gleichung sucht, 
aufGleichungen von höheren Graden, als die gegebene Gleichung selbst, stöfst, so 


nuls man die Coefficienten der auflösenden Gleichung 


— 1 =u tu, tUu,..:.......... +u__, 

+, =u.u, TU U, ....s.ecee PU, U, vv. 00.. 
— 1 =ZuU uU, FU U U ........ tu uU ..... 
ah sm 

Zn FU U U,:..:... WERTEeRTE er TE 


vermittelst der reciproken Ausdrücke von u durch x ($. 7.) berechnen. Diese 
Coeftieienten werden aus symmetrischen Functionen von &,, &,......%, ZU- 


2 ıl 


sammengesetzt sem, und die Aufgabe ist: diese Functionen aus den Coeflicienten 


der gegebenen Gleichung zu finden. Dieses ıst das Verfahren von Lagrange, 


am Schlusse von Note XII. seiner oben erwähnten Abhandlung über die Glei- 


ehunsen. (Man sehe Nr. 22. und 58. dieser Note. ) 


Auch 
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Anch kann man umgekehrt die Coeffhicienten der gegebenen Gleichung 


+ Pr ERBEN A 4 N, + T Ri; 3 vi ir + TV, T, Ze we we SE mE vr 
—- P, ZI, 070,0, re R . ‚+7, RE Far EEE rer 
mm Pn — TV, T, Aa FRE ATFP IR . 8 8. + X 


durch Substitution der allgemeinen Ausdrücke von =, 2,:..:.2,1n0,,,..- 


ER © 1-3 (8. 4.) berechnen. Dieses giebt n — 1 Gleichungen zwischen den 
nn — 1 Grölsen e,, 0,2... P4.,, aus welchen dann diese a — 1 unbekannten 
Grölsen entwickelt werden müssen. 

9. 


Wir wollen diese Bemerkungen auf die Gleichungen vorn zweiten, dritten, 
vierten Grade u. s. w. anwenden. 


l. Es seı die Gleichung vom zweiten Grade 


x" + pP, Ö 
gegeben. Die Wurzeln dieser Gleichung werden nur 2—1 = 1 Glieder haben, 
und, den allgemeinen Ausdrücken der Wurzeln ($. 4.) zu Folge, von der Form 
gi £ 1 
ı, = u u Ka u, 


x 


s u,.1=+ru/ 
Nıin ıst x. m, =P, also ıst u’ 
u“ = Y-—p, folgt. Dieses giebt 
x, =—y-— p, und 
2, =+tV-p: 


19 


sein. 


1 
5 , as zu =. 
.‚+u’=p, woraus—u = p,, also 


welches bekannt ist. 
II. Es sei die Gleichung vom dritten Grade 
x u A Ü 
gegeben. Die Wurzeln dieser Gleichung werden 3—1=2 Glieder haben 
und von folgender Forın sein: 


—_— 


es) 
| 
ra 


4 Z i 1 
. | : u 3 3 
x u, An =u, 3 mu, .1 


2 1 RN 
0 Pr en’. V’rutt 
2 I 2 I, a, 


“lt 
ji 
uf 


[4 
-— 


| 


,„=®, Pr = u + . 
A. Die Gleichung vom dritten Grade ıst in dem ersten Falle (8. 8.); denn, 
wie man sieht, sind in den Ausdrücken von &,, x,, &, die Grölsen e, und e,, 
oder u, und u? auf jede mögliche Weise mit den Wurzeln von 1 verbunden. 
Substituirt man die Ausdrücke von x,, ©,, &, in diejenigen der Coefheien- 
ton der gegebenen Gleichung, nemlich in 


I. 


14 








Olivier, über die Form der Wurzeln algebr. Gleichungen. 


106 
+p7,=2,2, +22, +x,%,, und 
"re P; . L, u. V,, 


so findet man, nachdem reducırt worden, 


Pp,=— 3, 5 


p,== (ev, 0) oder 
pP, = — = u, U, 
pP, =-(u +u,). 
Dieses giebt 
pP, =u +2uu,+u, und 5 P. =—4uu, 


3 
P,)=u—u, 


vp’+ 5% 


also 


Daraus folgt 
2u, und 


| 
I 
Be 
+ 
< 
a 
I 
er t 
+ 
X -_ 
R 
Nu 
I 


37 P2) = 2u,. 
in der That die Form der 


u as Ann 
Die Grölsen u, uud u, haben, wie man sieht, 
Wurzeln einer Gleichung vom zweiten Grade; dem ($. 6.) gemäls 


ubstituirt man die Werthe von u,, w, in die obigen Ausdrücke von x,, «,, 


x,, so findet man 
a,=i’/ 2 Ip tv (ip + 7 P; [+ [-»,- v(i P3 "+ Pr) 


Y]-in+vGn’+ Hr) ty] -12.-V (2° 57°) 


V ip, + (ip + px’) + v 3, —v(17,°+ arP: 


BT) 


oz 
[6% 
a 


ii 


Dieses ist die Cardanische Regel. 
B. Wenn man statt der Coefficienten der gegebenen Gleichung, z. B 


die Summe beliebiger Potenzen ihrer Wurzeln berechnen will, 
findet man nach der nöthigen Reduction: 

x, +3, +3, =0 

ev, + Tv, - +a'=6r, 6u'. u, 

+, +a'=3(e +1, )=3(u, + u,). 

Nun ist ie ee der Quadrate der Wurzeln, wie bekannt, gleich 


Ps; und die Summe ihrer Würfel gleich — 32, also ist 


Qle 


= 
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6 +& 


p,=-3u u,, 
P,=— (u, + u,); wie oben. 
C. Wollte man auf die Gleichungen vom dritten Grade das Verfahren (Zwei- 
ter Fall $. 8.) anwenden, so mülste man 
x, = + kz,, 
a, = kz, + 2, 
2,=—(k+1)(@,+2,) 
setzen. In diesen Ausdrücken lassen sich z, und z, nach Belieben unter einander 
vertauschen, ohne dafs man aus den Ausdrücken herauskommt. Sie geben 
pP, =-(kHkri le +2,)— (krAk+1)z, 2, und 
p,=(k +1) % (2, + z,)+("+k+1)z,2,(2, + 2). 
Betrachtet man die beiden unbekannten Grölsen z, und z, als die Wurzeln 
einer Gleichung vom zweiten Grade, so muls man A einen solchen Werth oo- 
ben, dafs die Glieder, welche z, + z, enthalten, verschwinden; denn weil & ie 
multiplieirt mit — (k + 1), einer von den Werthen von = selbst ist, so würde 
ınan, wenn man einen andern Werth von k annähme, bei der Berechnung dei 


I 


Coefficienten der auflösenden Gleichung vom zweiten Grade, auf eine Gleichune 
vom dritten Grade stofsen. Man muls also 
K"rk+1=0 
setzen. Dieses giebt nach der nöthigen Reduction wieder die Cardanische Resel 
«“ n . 
II. Es sei die Gleichung vom vierten Grade 
4 2 
a +p,x tp,rtp, >09 

gegeben. 

A. Die Wurzeln dieser Gleichung werden 4— 1=3 Glieder haben. Sie 


werden von der Form 


» 
. 


4 1 3 
„4% ‚48 „143% 
neu +o, 1 

4 
12° +e,1'+e,1° 


1 


— 


3 fi 
a, =o1 +te,i’#+e,1' 


D 
-_ 


1% + A +0 


nz 


| 


x 


4 7 2 
4 2 3 
sein, oder wel 1’ = = v"Ii=—1 undi’==+Y— 1 ist, von der Form 
vw, =+r vi .o,—,,—Y-1.e, 
T, — ee v r L r ir 
a,=—=Yy-1l.,-e,,trVY-1.e, 
= Pr 0, > eo. 


14° 
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B. Die Gleichung vom vierten Grade ıst in dem Falle I (3. 8.). Denn 


die Gröfsen e,, e,, e,, sind nicht symmetrisch mit den vierten Wurzeln von 1 


verbunden, nı diese Wurzeln zweiten Wurzeln von 1 gleich sind. Um 


daher symmetrische Ausdrücke der Wurzeln zu bekommen, setze man 


2, = ur kz, 
r,= + k,+ z, 
u kt 2.,+ z, 
a =—(k+2)(@, + + . 


In diesen Ausdrücken lassen sich z,, z, und z 


ohne aus den Ausdrücken he Tauszuge hen. 


z, nach Belieben verwechseln, 


Setzt man die Ausdrücke ın diejenigen der Coefficienten der gegebenen 


Gleichung, nemlich ın 


o? 


+7, =rr,tr2r,r,tr2,r,+ x, 7,27, +% 


— 7, =%,0,%, 7,8, +, x, +2, 
+ P; = Tr, 7, X, Tr 
so findet man 


=—[(% +1)’ + 2| I, +2, + | 


—(k u: 1)|% 1% | =. 2 + 2, 2; 2 7 =, |, 
P,—= 2 (k + 1)” (z,” os z,) 


Tv, 7, 


+(k+1) | a+1)’+26+ 1)+: {]]=. 2,+2,2,+2,2, +2, rer, | 


>| («+ 1) + 3(k+ +4] 22, %;> 
pP. =-k+ 2) klz, "+2'+ PL 


—(k+ 2) (k+ 1) |: 2, +2," „e2, +22, ta, +22] 


—(k+2)(k+1) (( +1)’ —(k+1)+ 4)| 2:2, 2,+2,'2,2,+2,'2,2, | 


— (ke + 1)’ — k) [2.'2,' + 22, +2,'2,.], 


wo man den Coeffiecienten % nach Gefallen annehmen kann. 


Seiztman k+1=0 oder 


k — — I: 
so reduciren sich die Werthe von p,, p, und p, auf 
’ 2 2 „: 
P. — u 268, + 2, Si ) 
+ 82, 2,2, 


N 4 4 .8% 3 2,2 
2'+2'+2'—2(2’2° +22, +2, 2,), 


P; 


7 


4 


Il 














Olivier, über die Form der Warzeln algebr. Gleichungen. 109 


und die Ausdrücke von & , &,, ®,, x, auf 
T u; u2 &, + 2, ss z, 
x,=Ttr2,-2+t2, 
— we 
— 2, — 2, u 2,» 


I 


TV, 
Daraus lassen sich 2, 2, und 2, finden. Denn die obigen Ausdrücke von 
Per P5 und P; jetzt 
 p=— (2’ +2’ + z,‘) 
PS 2 2 we 
manen z, +2, 2, +zz,, 
” lassen sich als 2 drei Wurzeln der Gleichung vom drit- 


„N ae 2 to] ee 


und z,, 2, und 
ten Grade 
9 2 o 
2 1 2 7 PR BE 2y1 ı ER 
(2) +37,(2) +3Gr, PIC) up, = 0 
betrachten. 
Diese Auflösung der Gleichungen vom vierten Grade kommt, wie man sieht, 


mit der Eulerschen überein. 
C. Wollte man die Ausdrücke (A) von x,, x,, x, und a, beibehalten, so 


würde 

P.=— 2(v, + 20, e,) 

p,=-4e, (be +e,) 

P,=S—- (v,” — v,)” + Pe, (eo, — Av, e,) 
sein. 


Die unbekannten Grölsen e,, #,, e, kommen in diesen Ausdrücken nicht 
symmetrisch vor. Aber wenn man daraus durch Elimination e, nimmt, so findet 
man genau die nemliche Gleichung vom dritten Grade, welche oben 2° gab. 
In der That kommen die Grölsen z, und z, ın den Ausdrücken von ®@,, &,, , 
und &, (A und BD) gleichförmig vor. 

Man könnte auch beliebige andere syminetrische Functionen der Wurzeln 
der gegebenen Gleichung, z. B. die Summen ihrer Potenzen berechnen. Aber 


das Resultat würde nolhwendig das nemliche sein. 


IV. Es sei die Gleichung vom fünften Grade 
tra t+parpatp,=0 


4 Glieder haben. Sie 


A. Die Wurzeln dieser Gleichung werden 5 —1= 


werden von der Form 
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| 


1 2 5) a 
» , AZ m 5 . 5 R F 

P eo 1’ eo 1 TREE 

2 a 3 
Ip r 13 uni 15’+ e, 15 

a 1 E 1 
a», =, P+0,0+01+0o 1 

3 3 2 fi 
P+,P+e, +1 
* — r -+r P, —+- Pe, sein. 
B. Die Gle EEE vom fünften Grade sind in dem Falle II. (S.8 .)- Die 


Gröfsen 0,5 6,5 02, ®, sind mit den fünften Wurzeln von 4 nicht symmetrisch 


I 


.. 


1 


1 ’ 


verbunden. Man enucee also, um symmetrische Ausdrücke zu bekommen, 


we, mw + 2.+2,+ 2, +kz, 
FA + z2+ 2, trkz,+ z 
= + 2. +rk,+ z2,+ z 
y, u +k,+ z2+ 2,+ z 
a,=—(k+3)z, + z2,+ 2,+ z)_ setzen. 


G. Wenn man diese Ausdrücke in diejenigen der Coefficienten der gege- 
benen Gleichung setzt, so findet man nolhwendig Ausdrücke, die nach z sym- 


metrisch sind. 


Wir wollen der Kürze wegen die Summe von Gröfsen, wie 2°, 2, etc. 


3 
durch s, 2, die Summe von Grölsen wie z,‘. 2,5 6’. usen 2.2, EEE 
durch s,,,2 u. s w. bezeichnen, so a6 die Coefficienten der gegebenen 
Gleichung 

+7, = 51,1% 
— pP, 9ı,1,1% 
+Pp, =, 1,1,1® 


u ne FE PETE PET 
sind. so findet man, nach den nöthigen Reductionen, 
k + 3k + 6) s2 





p=— 
— (Kr Sk #11) s,,ı2 
p,=+ (6 r 9k + 5) 52 
+ (2? + 5° +26k +25) 5, :ı2 
+2 Kr 09’ +24k #26) s,,.,ı2 
Pp,=—3 + 3k +1) s2 
2k’ + 13° + 25k #47) 5,12 


"+ 96° +35” +73k +59), ,, ı2 
Ak’ +20 +35k +23) s,, 22 
3k' + 24k’ + 66%” + 144k + 123) 5, 4,1, 12 


AnnaAR 
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pP, =+tk(k +3) s2 

+ (k+3) (k+3k+ 1) s,, ı2 

+ (k+3)(k + 4k, + 9k+ 6) 5,12 

+ (k+3) (3kK” + 4k+3) s,,:2 

+ 2(k +3) (k + 3k’ +6k-+ 5) 5, 2,12 

+ (k+3) (k +3 +12” + 23k + 21) 52,1, 1,12: 

Nachdem man der willkürlichen Gröfse k irgend einen Werth gegeben hat, 

würde man aus diesen vier Gleichungen die Coefficienten der auflösenden Glei- 
chung in z entwickeln müssen. Aber diese Entwickelung führt auf Gleichungen 
von höheren Graden als den der gegebenen. 


D. Aus den Ausdrücken (B) lassen sich auch leicht die Ausdrücke der Sum- 
men der Potenzen von 2, , 2,, 2,, z, finden; aber die Anwendung derselben aut 


die auflösende Gleichung hat die nemlichen Schwierigkeiten. 


E. Setzt man die ersten Ausdrücke der Wurzeln der gegebenen Gleichung 
(A) in die Coefficienten dieser Gleichung, so findet man : 
p,.=5(e,ev, te, r,) 
pP, = 5b eo, tee ,+te/ e, tee, 
p,=-5 (ee, te, e + ee, + e, ©,) 
+5’ + ev.) 
— 50,0, 0,9, 
p,=—- (te, tete) 
+ er, ot, e,e, te, ee tee e,) 
) 


I 
-/,2,2 2,2 u. ö 
— db eo te, er, 0, te, 4 


I 


oO 


o 
v + 2 


2 
[6 ( 
4 3 


3 > 


F. Diese Ausdrücke lassen sich auch in folgende verwandeln: 
P: an (e, g Tr, v,) 
Ps 6 5(e,' v, + 0, ® + Zu Pe, + 0, v,) 
Pı ” Pa Es 5(e, 9 + 0, v + 0, ‘ » Zu v, » 3v, 0,9, e,) 
a PP; en (e,' + Zu + Zu + e,) 
— 10 ee, teen, te, ee, te, ee) 


3 


G. Wir wollen noch die Ausdrücke der zweiten, dritten, vierten und fünt- 
ten Potenzen der Wurzeln der gegebenen Gleichung hersetzen, deren Wer- 


ihe man durch die Coefficienten p,, P,, p, und p, berechnen kann. Sie sind 


folgende: 
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s,v= 10(e, oe, +, ©.) 
ne 15 (e, ®, » Pe v ”» eo, P. + e e,) 
m 20(e, Fr e ©, + e P, - e, v,) 
+ 3006, e’#+r,e,) 
1200.04 
x (le +e, t+e’+e?) 


+10, eo, eo + e, vev+ 0, v,..+ e, e,v,) 
+ 150 (e,’ e,' et, 0, e,tr, P, et, o v,). 

II. Zulolge (38. 6.) müssen die Grölsen e,, #,, e, und e, nothwendig die 
Form der Wurzeln einer Gleichung vom vierten Grade haben. Man kann sol- 
ches für den gegenwärtigen Fall, mit Hülfe der Ausdrücke (1), noch besonders 
nachweisen. 


In diesen Ausdrücken können die Gröfsen e,, e, und e,, e, (nicht e,, e, 
und #,, e,) beliebig verwechselt werden, ohne dals man aus den Ausdrücken der 
fünf Wurzeln z,, ©,, &,, 2: herauskäme. Also können e , e, und A 
als die Wurzeln zweier Gleichungen vom zweiten Grade, die zugleich Statt 
finden, betrachtet werden. Folglich werden e,, e,, r,, e, die Wurzeln des 
Products dieser beiden Gleichungen, also die Wurzeln einer Gleichung von 
der Form 


"+Ac+PD (++ D=0 


sein ‚ WO 


A=—(e,-+te,) 
)=+ ee 
G=— (v, +r,) 
D=+ PR 
ist, 


Aber die Gleichung + Ae+B) (+ Ce + D) = 0 ist so viel als 
e+(A+C)e + (B+ D+AC)"+(AD+RBCO)e+-BD=0, 
und man findet, wenn man die Coeflieienten dieser Gleichung durch K, L, 
3, N bezeichnet, und die obigen Ausdrücke von A, B, C, D substituirt, 
K=—(, tete, +e) 
4 A" pr "v -+ BR + ee + UM + ee 
M=—(, 0,0, to 0,0 ter,0 +r,r,0,) 
N=+ »,0,v,, 
woraus folgt, dafs die Coefhieienten der Gleichung (#’ + Ar +B)(o+Ce+ D)=0 
genau die nemlichen symmetrischen Functionen sind, wie die Coeffhicienten einer 


I 
+ 


“ 


I 


Glei- 
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Gleichung vom vierten Grade, deren Wurzeln # 0, #,, e, waren. Also sind 


r?’ 


die vier Grölsen e,, e,, e,, e, nothwendig die Wurzeln einer Gleichung vom 


. 39 
vierten Grade, obgleich sich in den allgemeinen Ausdrücken der Wurzeln der 
gegebenen Gleichung nur e,, e, und e,, e, verwechseln lassen. 

F. Es kommt darauf an, die vier Gröfsen e,,e,, e,,e, oder 2,,2,,2,,2, zu 
finden. Sie müssen aus den obigen Ausdrücken (C, D, E, F oder G) entwickelt 
werden. Will man dıe Elimination vermeiden, so kann man die Coefhcienten 
der auflösenden Gleichung 

u tru, ru, tu, 

uutuu ruu ru,u tu u tu, u, 

uuu truuu truu u tu,u, u, 

u,.u,u, u, 
mit Hülfe der reciproken Ausdrücke von e,, e, etc. durch x, , &, etc. suchen 
Diese Coefhicienten werden aus symmetrischen Functionen der Wurzeln der ge- 
gebenen Gleichung &,, x, etc. zusammengesetzt sein. Sie werden also Fuctionen 
der bekannten Coefficienten der gegebenen Gleichung sein. Man stölst aber beı 
dieser Rechnung auf Gleichungen vom sechsten Grade, welche sich noch weni- 
ger als die vom fünften Grade auflösen lassen. (Man sche Lagrange traut 
de la resolution des dquations nurneriques, Note XUl. Nr. 22 u. 35.) 

10. 

Wir wollen die Anwendung der allgemeinen Ausdrücke der Wurzeln alge- 
braischer Gleichungen nicht weiter auf Gleichungen vom sechsten und von hö- 
heren Graden fortsetzen. Der Gang der Rechnung würde immer der nemliche 
sein, aber auch die Schwierigkeiten der Entwickelung der integrirenden Theile 
der Wurzeln würde bleiben und immerfort zunehmen. 

Auch wollen wir nicht neue Versuche machen, diese Schwierigkeiten zu 
heben, weıl unser Zweck nicht die Auflösung der Gleichungen selbst war, son- 
dern nur eine Untersuchung der allgemeinen Form der Wurzeln. 

Wir wollen mit einigen Bemerkungen etc. über die Möglichkeit der Auflö- 


sung algebraischer Gleichungen überhaupt ‚ schlielsen. 


17. 

Bekanntlich haben die Analysten Beweise der Unmöglichkeit der Anflösung 
der Gleichungen gegeben, deren Grad den vierten übersteigt. (Man sehe unter 
andern die Abhandlungen von Ruffini.) In der That findet man dals die Coellı- 
cienten der auflösenden Gleichung, welche für eine gegebene Gleichung vom n!** 
Grade, vom n— 1!" Grade ist, von Gleichungen des (ra —2) (n—3) .... . . 11 

I 15 
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Grades abhängen, (ınan sche Lagrange am angeführten Orte), und das Pro- 
duct (n— 2) (m—3)...... 1 ıst immer grölser als n, wenn n gröfser als A 
ist. Allein hier ist Folgendes zu bemerken: 

Die Coeflicienten der wirklichen auflösenden Gleichung können keine anderen 
als rationale und einzige Werthe haben, weil die Coefficienten einer Gleichung 
immer reelle und rationale Functionen der Wurzeln sind. Wenn also die Gleı- 
chungen, welche die Coeffhicienten der auflösenden Gleichung zu Wurzeln haben, 
mehrere Werthe für diese Coefficienten geben, so muls nothwendig die wahre auf- 
lösende Gleichung, welche man die allgemeine nennen könnte, das Product 
aller jener auflösenden Gleichungen sein, die jene verschiedenen Wurzeln zu 
Coeffieienten haben. Die Gleichungen vom vierten Grade geben ein Beispiel. 
Obgleich ihre Wurzeln nur aus drei integrirenden Theilen zusammengesetzt sind, 
ist dennoch ihre auflösende Gleichung nicht vom dritten, sondern vom sech- 
sten Grade. Welches nun aber auch der Grad der allgemeinen auflösenden 
Gleichung sein mag, nie kann diese Gleichung mehr als a — 1 von einander 
verschiedene Wurzeln haben, weil nur rn — 1 integrirende Theile der Wur- 
zeln der gegebenen Gleichung existiren, und die auflösende Gleichung einzig und 
allein von der gegebenen Gleichung abhängt. Die allgemeine auflösende Gle:- 
chung muls also gleiche Wurzeln haben. Nun aber kann man allezeit die 
gleichen Wurzeln einer Gleichung von einem beliebigen Grade finden. Also 
kann man diese gleichen Wurzeln der allgemeinen auflösenden Gleichung aus 
derselben absondern, und die Gleiehung, welche übrig bleibt, mufs nothwen- 
dig vom n — tten Grade sein, und die za — 1 integrirenden Theile der Wur- 
zeln der gegebenen Gleichung zu Wurzeln haben, welche Gleichung sich als- 
dann auflösen läfst. 

Vielleicht gelangt man zu einem solchen Resultat, wenn man einfacher 
Weise a—2 Grölsen zwischen den a— 1 Gleichungen, die zwischen den n— 1 
integrirenden Theilen der Wurzeln der gegebenen Gleichung Statt finden, elimi- 
niri, und gehörig die Factoren, welche die Elimination herbeiführen kann, 


wegschaflt; zum Beispiel, wenn man in dem Falle von Gleichungen des fünf- 


ten Grades, drei von den vier Gröfsen ©, e,, #,, 


e, oder u, u,, u,, u, zwi- 


schen den vier Gleichungen (9. IF. F) zu eliminiren sucht. 
12. 
Gelingt aber wirklich keine Auflösung von Gleichungen von höheren Gra- 
den, oder lälst sich die Unmöglichkeit einer solchen Auflösung a priori beweisen, 


so muls man auf dieselbe freilich auf diesem W ege verzichten. Aber auch 
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se!bst dann darf man noch keinesweges an der Auflösung der Gleichungen von 
höheren Graden überhaupt verzweifeln; denn man ıst alsdann noch von nichts 
weiter überzeugt worden, als dals der Ausdruck der Wurzeln von höheren Glei 
chungen, als denen des vierten Grades, durch Wurzelgröfsen unmöglich 
sei, keinesweges überhaupt. Im Allgemeinen heifst eine Gleichung auflö- 
sen, offenbar nichts anderes, als endliche Ausdrücke der Wurzeln durch 
beliebige Functionen angeben, deren Eigenschaften und Gesetze 
man kennt, und es ist keinesweges unmöglich, dafs dergleichen Functionen 
existiren, und dals man sıe nicht sollte finden können. 

Im Gegentheil müssen solche Functionen nothwendig existiren, weil die 
Wurzeln einer Gleichung unter allen Umständen wirklich Functionen ihrer Goel 
ficienten sind, und es nur darauf ankommt, sie zu suchen. Die Gleichurnsen 
vom dritten und vierten Grade deuten schon an, dals Wurzelgrölsen Kiste 
ges in allen Fällen geeignet sind, die Wurzeln algebraischer Gleichungen auszu- 
drücken; denn in dem Falle, welchen man den irreductibeln nennt, geben 
die Wurzelgrölsen nur noch blos das Bild der Wurzeln, nicht mehr ihren Werth. 
Man kommt in diesem Falle bekanntlich auf trigonometrische Functionen. Es 
sei z. B. die Gleichung vom dritten Grade 

© + p,?tp,=) 
gegeben, so darf man nur 
z=ycosg 
seszen. Dieses giebt 
y' cos p' +p,ycsy+t p,=0 odeı 


; 4p, Ap, 
4c0oSYp + —Zcosygt — = 0 
| Y 
Nm ısi 
« m ee A e 3 Ip] ‚ 
COS I5P—=4C0oSP —5C05 g 
Setzt man also 





) ) 
u =—3 ode y=2Y— Pr, 
er 
so findet mau 
AD. 
C05 3 + 4) — () oder 
% 
v ap, 2p, v3 
cs3g=— — =; En 
y sp, V- pP. 


Daraus kann man cos p berechnen, und weil 
cos 3pg=cos (3y+2!T)=cos (3y + Ar), 
‚o findet man 


a; 
15 
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Pz 


> 
«J 


Daun a Fu 
a = 2COSEY 
TOR 1 P 

2, = 2cos grir)V-% 
P: 

a 
Diese Ausdrücke geben die drei Wurzeln der gegebenen Gleichung ın 


allen Fällen, wenn man un mögliche Bogen zu Hülfe mmmt. Die Wur- 


zeln der Gleichungen vom vierten Grade beziehen sich auf die vom dritten. 


©, = 2cos (+ ar)y— 


Auch die trigonometrischen Functionen reichen zwar für Gleichungen vom 
fiinften und höheren Graden nicht zu; denn wollte man z. B. für den fünften 
Grad @ = y cos y setzen, so würde man nur zwei willkürliche Grölsen y und 
gp haben, während die aufzulösende Gleichung deren n— 1=4 hat, nämlich 
vier verschiedene Coelhicienten. Aber die trigonometrischen Functionen sind 
auch im Grunde noch nichts anderes als Wurzelgrölsen, unter einer anderen Form. 
Potenzen, Logarithmen und trigonometrische Functionen kommen von einer 
und derselben Art von Grölsen her und sınd ähnlichen Gesetzen unterworfen. 

Die Auflösung der Gleichungen höherer Grade erfordert also Functionen 
mit mehreren willkürlichen Grölsen. Functionen dieser Art sind in 
der That noch wenig untersucht, aber ohne Zweifel existiren dergleichen. Fac- 
toriellen mit beliebigen Exponenten und ellyptische Functionen, die 
sich die einen auf die anderen beziehen, sind Beispiele davon. Vielleicht gelingt 
die allgemeine Auflösung der algebraischen Gleichungen, wenn man Functionen 
von höheren Graden als die Potenzen, welche man Functionen vom zwei: 
ten Grade nennen könnte, näher untersucht haben wird. Alle endlichen Func- 
tionen der Analysis reduciren sich im Grunde bis jetzt auf die Potenzen. 

Uebrigens würde ein Beweis der Unmöglichkeit der Auflösung höherer alge- 
braischer Gleichungen durch Wurzelgröfsen, wenn ein solcher gelänge, keines- 
weges den Resultaten der obigen Untersuchungen über die Form der Wurzeln, 
deren Allgemeinheit behauptet wurde, widersprechen. Denn wir gingen beı 
diesen Untersuchungen von der Voraussetzung aus, dafs sich die Vielfach- 
heit der Wurzeln einer Gleichung durch Wurzelgröfsen ausdrücken lasse. Fin- 
det diese Voranssetzung ın diesem oder jener Falle nicht Statt, so fallen auch 
die Entwickelungen weg, welche darauf gegründet sind. Aber sie gelten, so 


lange die Voraussetzung Statt findet. 
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12. 


Bemerkungen über die Abhandlung Nr. 4, Seite 37. 
ım ersten Heft dieses Journals. 


(1. Von Herm N. H. Abel.) 





Der Zweck der Abhandlung ist, die Wirkung einer Kraft auf drei gegebene 
Puncte zu finden. Die Resultate des Verfassers sind vollkommen richtig, so 
lange die drei Puncte nicht in einer und derselben geraden Linie liegen; sonst 
aber nicht. 
Die drei Gleichungen nemlich, aus welchen die drei unbekannten Grölsen 

O0, 0°, 0 gefunden werden, sind 

P=0+0+0% 

1.10% sına=+ (csin 

QDasna=— (O'sn(a+P). 
Dieselben finden für beliebige Werthe von P, a, 5,c und a und ß Statt. All- 
gemein geben sie, wie auch der Verfasser findet, 

Q _—besn(a«+P) p 


r 








ef 2 
o —_ amp pm 
J 


r 
absın & 
pP, 


HM un 
0" — 





e 
wo 

r=absna+tacsnß—besn(a-#+P). 
Aber die Gleichungen hören auf bestimmt zu sein, sobald der Ausdruck einer 
oder der anderen von den Gröfsen Q, 0’, Q“ die Gestalt $ bekomint, welches 


wie leicht zu sehen, für 


aß = 180° 
geschieht. In diesem Falle mufs man auf die Grund-Gleichungen (1) zu- 
rückgehen. Dieselben geben alsdann 
P=0-+0'-+ 0" 
0’ sin 180° = + (Qc sm 180° 
Oa sin 180° = — 0c sin 360°. 








ıı . n. , , . 
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Die beiden letzteren Gleichungen sind aber identisch, weil 
sın 150° = sın 360° = 0 ist. 
Also findet ın dem Fall 
a == 2 ze 150° 
nur cıne Gleichung 
P=0+0+0 
Statt, und folglich lassen sich alsdann aus den von dem Verfasser aufgestellten 
Gleichungen die WVerthe von 0,0, 0" nicht finden. 


N. H. Abel 





(2. Vom Hlerausgeber.) 
1 
Dals der Druck, welchen eine Kraft P, z. B. ein Gewicht P (Taf. 2. Fig. 1.), 
welches auf eine gerade, unbiegsame Linie ABC wirkt, ın drei beliebigen Punc 
ten derselben, A, B, C hervorbringt, in den einzelnen Puncten keine bestimmte 
Gröfse hat, sondern unendlich verschieden sein kann: davon kann man sich, wie 
tolgt, überzeugen. 


Es scı 


AP=za, BP=b, LP=.ce. 


Die Linie „BC seı erst in A und C allein unterstützt, so wırd 





ö 
a-+tc’ 

a 
"a+rc 
oedrückt. Die Linie seı ferner in A und DB alleın unterstützt, so wird 
| b 
at+b 

a 


ah 


\ der Punet 4 mit enerKraftQ =P. 
5.5 
der Punet CE mit einer Krafi O0 = P 





\ der Punct 4 mit aner Kai O0 =P. 
1) 

der Punct D mit einer Krafi FP. 
gedrückt. 

Nun stelle man sıch vor, ın der ersten Voraussetzung (1.) fange ın B eine 
Kraft 0° senkrecht von unten nach oben zu wirken an, so muls für das Gleich- 
gewicht, was auch @° sein mag, 

3. 0a=05b+0% 


sein 


Aulserdem ıst ımmer 
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4. 0+0'+0"=P. 





y. . -_ * ® E .. E 
Es kann also, wenn Q° nicht Null ist, nicht mehr, wie in (1.), OQ=P or 
d u - „ : | 
und 0'"—P sein. \ on der Gleichuno (3.) nebst (4.) hängen \ telmehr. 
ac ye | 


wenn man (0° willkürlich annimmt, die beiden anderen Kräfte Q und 0 ab. 
Man findet, wenn man in (3) P— 0 — 0! statt 0% und P — 0° — 0" 


statt () setzt, 
VDa=0b+(P—0—O)c, und 


(P— Q' » 0") am 02’ + O'e. 








woraus 
3.0 = a. sc b) und 
at c 
„= Pa- Plu+h) 
folet. at c 


Die Kräfte O, Q', O“ hängen also von einander ab, haben aber keine ein- 
zelnen bestimmten Werthe, sondern zwei werden gefunden, wenn man die dritte 
willkürlich annimmt. Es giebt nur die zwei bestimmten Gleichungen (3.) und 
(4.), aus welchen sich die drei Gröfsen Q, 0°, @ nicht unbedingt finden lassen. 

Die Kräfte O, Q’ und O% sind übrigens zwischen Grenzen eingeschlossen, 


nemlich 

















nl . Pc Pt 
’. © zwischen den Grenzen und 
a+c atb 
| Pa 
8... 0° zwischen den Grenzen 0 und ——., 
} a+b 
h Pa 
9%. 0” zwischen den Grenzen und o: 
. a + C 
denn dae> b: so ist z. B. ) am grölsesten, wenn die Linie ABC blos in 4 
Y .. 4 2 Y 7} P a . 
und C unterstützt wird, oder wenn O’=0 und 0% = —— .  Alsdann ist 
at c 
Pc u , 
Om (1.). Es ist am kleinsten, wenn die Linie ABC blos in A und B 
j a-tc | 
» ® ‘ Pb 7 “4 B . 
unterstützt wird, oder wenn 0’ = nn (2.) und 0” =o; welches zugleich die 
{ J -r 


Grenzen für die beiden andern Kräfte giebt. 
Auch auf folgende Weise kann man sich noch sinnlicher überzeugen, dals 


es sich, wie eben gesagt, verhält. Man stelle sıch vor, an der geraden unbiegsa- 
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men Linie „IBC (Fig. 2., Taf. 2.) hänge ein Gewicht ?, und in den Entfernun- 


cn AP=a, BP=b,CP=c vom Aufhängepunct wären Seile befestliget, 


oje 


die über Rollen gingen, an deren anderen Ende Schalen befestiget wären, um Ge- 
wichte O, 0%, 0“ darauf zu legen. Die Reibung, die Steifigkeit der Seile und 
das Gewicht der Schalen wird natürlich bei Seite gesetzt. Alsdann ist es klar, 
dals das Ganze im Gleichgewicht sein wird, wenn 
/ ı_D 
10. 0+0'+0"=P und 
11. Oa= 0% + 0%. 
Es wird also z. B. eben sowohl ein Gleichgewicht Statt finden, wenn Q°= 0, und 
folglich blos 
a u H, 
0+-0'"=P und Va=0%e, 


Pe . Pa 2 ir 
also O = —— , 0% = —— , oder wenn 0% = 0 und folglich 
+ ec ‚ tt C j .: 
O+-0=P und QDa= 0, 
ac Pb Pu . 
mithin O = er CE I van ist; oder auch, wenn Q irgend ein ande 
d J) & ad ) 


’ r Pa ,. ' 
res Gewicht ıst, welches zwischen 0 und ——— fäll. Man wird die Ge- 


a+tb 

wichte theilweise aus der einen Wagschale wegnehmen und in die andere legen 
können, wenn man sie nur so vertheilt, dals die Gleichungen (10. und 11.) Statt 
finden. Die Gewichte 0, 0 und 0” haben also keine einzelne bestimmite 
Grölse, sondern können sein, was man will, in sofern sie nur zwischen den obi- 
gen Grenzen (7. 8. 9.) bleiben, und gegen einander in demjenigen Verhältnisse 
stehen, welches die beiden Gleichungen (10. und 11.) oder (4. und 3.) bestimmen. 

Die Beantwortung der Frage, wie grols die Drucke sınd, die ein Gewicht 
P (Fig. 1. Taf. 2.), das auf eine unbiegsame gerade Linie wirkt, auf drei Unter- 
stützungspuncte 4, D, C hervorbringt, ist also folgende: 

Die Gröfse der Drucke ist zwischen den Grenzen (7. 8. 9.) eingeschlos- 
sen, und wenn man die Gröfse des einen Druckes, z. B. die Gröfse von Q', 
willkürlich angenommen hat, so werden die beiden anderen durch die Glei- 


chungen (5. und 6.) bestimmt. 


) 


Es wäre nun zuförderst die Frage, ob die Werthe von O, 0°, 0%, welche 
ım ersten Hefte (S. 37.) gefunden wurden, unter den verschiedenen Gröfsen, 


welche Q&, 0%, Q haben können, mit begriffen sind 


Man setze 


ID 


h 
i 
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12. db=ma, c=na, 
so sind die Grenzen (7. 8. 9.) 


13. für O gleich P.-— und P.—— (7.) 














im 
1 
14. für Q’ gleich 0 und P.—— | 
ür Q° gleich nd Pc (8.) 
1 
5. für O0” eleich P. 9.); 
15. für Q gleich 7 ey und 0 (9.); 
desgleichen sind die (Seite 37.) gefundenen Ausdrücke von Q, ©’, 0 folgende: 
9 
6.0 =P.- han , 
” Zmnt+-m+n 
17. =P.- 2 
” mn tbm-tn 
18. =P = 


« 


2mnt+Hm+n 


Sind nun (16. 17. 48.) zwischen den Grenzen (13. 14. 15.) eingeschlossen, 


so müssen dıe Differenzen 



























































9 9 
n 2mn 2mn m 
Pe. —  —P. und P.- nr, m, 
i+n mn + m+tn mn nm+n i-+m 
n Ku n 
v. ine 0 und P. —P. be EEE 
mn +-m+n 1i+-m emnt+- mn 
1 m m 
P. — —P. und P., — (0 
Ii+n Zmnm+-m+n Zmn+m+n 
eleiche Zeichen haben. Die Differenzen sind, wenn man reducırt, folgende: 
| p Zmn” +mn-+-n? — 2mn— 2mn® p n(n — m) u 
= P. - ne 
\ (i+n) (Zmn+-m-+-n) (i+n)(2mn+m+n) 
p 2mn + 2m’n— 2m’n—m’—mn __ p m(n— m) 
(!+m) 2mn+-m-+n) OO "(d+m) (mm +#m+n)) 
| > 7 > ( l + m) n 
\ — =P. - und 
2>mn+m-+n (i+m) 2mn+-m-+n) 
Ip nn m+n—n—mn _p (1+-n)m 
\ "A +m) (2mn+m-+n)  (1+m) (2mn+m-+n)’ 
p 2mn-+-m-+-n— m— mn _p (1#+-m)n Bi 
=. | I 
\ (1+n) (2mn + m-+n) (i+n) (2mm +m+n) 
Ip m _p (1-+n)m 
 ' Immsm#Rn  (A+n) (2mm+m-+n) 


Diese Ausdrücke haben wirklich einerlei Zeichen, weil zn und n gleiche Zei- 
i. 16 
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chen haben. Die Werthe von Q, 0°, 0” (S. 37.) sind also in den Grenzen 
von O0, 0’, 0 eingeschlossen, und folglich, obgleich sie nicht die einzigen sind, 


und es noch unzählige andere giebt, allerdings richtig. 


3. 

Warum durch das Verfahren ($. 37.) die Ausdrücke von O, 0’, 0” nicht 
vollständig gefunden werden, hat schon hier oben Herr Abel angedeutet. 
Es bleibt aber noch die Frage, wie aufdem Wege (8. 37.) die vollständi- 
gen Ausdrücke gefunden werden können. Dieses ist zu beantworten nöthig, weil 
segen das Verfahren (S. 37.) an sich selbst nichts einzuwenden ist, und also, 
wenn durch dasselbe der Ausdruck nicht gefunden würde, auch hier der Irrthum 
entstehen könnte, dals die Schuld an der Analysis liege. 

Man kann die Ausdrücke von Q, 0°, O0 auf dem Wege ($. 37.), wie 
folst, finden: 


1, Man bezeichne 


19. «a durch 22 —x und 
3 durch 22 —A, 
wo @ einen rechten Winkel bedentet, so sind die allgemeinen Ausdrücke von 
0, 0', 0 (S. 37.), nemlich diejenigen für beliebige « und ?, welche ohne 
allen Zweifel richtig sind, folgende: 
be sın (x + A) 











0. ) — - u. — u , P, 
besn (+) + ab sın a + acsın A 
a ie „TE. ac.sn A p 
. . - . . - u f} 
ni besn(« +) tab snx + ac sın d 
03. Da ab.sın % p 
ie ı ”- 


 besu(k +) +absnx t+acsn‘ 


Il. Man setze 


23. Kn.x, 
wo 44 eine beliebige ganze oder gebrochene, positive Zahl bedeutet, und dividire 
‚ie Ausdrücke (20. 21. 22.) augleich oben und unten durch sin x: so verwan- 
deln sich dieselben ın folgende: 
sın(1 + u) % 
3, 0= sın X u. 


sin (1 + 4) * sın 4% 
be un, BE , +ub+ uc ( 





OC 











sın% sın & 
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sın AL“ 
ac — > 
94 Fi sın % pP 
ag sın (1 + 4) % b sın 1% 
be +ab+ac —— 
sin & sın & 
ab 
25. O('’= ; ‚pP 
sn + u) x 
be- G 4) EEE EEE nk ih 
sın & sın % 


. ii» . 0% 3 
Desgleichen setze man ,, A statt x, und dividire oben und unten durch sin %: so 


findet man 


sn (#1) A 



































Ic — 
sın A 
20. 0 — . | - . 1 ® P > 
sn(Z+1)X sin ZA 
be. _— + al —- + ar 
sın A sın A 
” ac 
ee — ‚pP 
sın > +1)\ sın „A 
be — +ub — — + ac 
sın A sın A 
. 1 
sın ZA 
ab — — 
sın A 
28. 0 — . 1 - . ko . P 
j sın (-+ 1) sın 7A 
be eg +ab —— + a 
sın A sın A 


I. Nun fallen die Puncte A, DB, € (Fig. 11. Taf. 1.) oflenbar in eine 

und dieselbe gerade Linie, sobald 
x =0 wmdiA=0 

Setzt man in den Ausdrücken (23. 24. 25.) x = 0: so ıst ın denselben zugleich 
% oder 41% gleich Null, für jeden beliebigen Werth von 4, Null eingeschlossen, 
Unendlich ausgenommen. Setzt man in den Ausdrücken (26. 27. 28.) = 0: 
so ist in denselben zugleich x oder —% gleich Null, für jeden beliebigen Werth 
von 4, Unendlich eingeschlossen, Null aber ausgenommen. Es kommt also nur 
auf die Werthe von Q, 0°, Q" ın (23. 24. 25.) fürx= 0 und in (20. 27. 25.) 
füra=0 an. 


sin(i#+4u)r _d.sn d+a)x _ (+) cos(!+4)r 


Man findet auf die bekannte Weise, durch Ableitungen: 











= A1+4, lür 2=0, 








sm & d.sın x cos x 
sın AU % d.sın 4% Au cos AL % L 
_—.__ " = = ufürx = 0; 
sın % d.sın & cos % 


16° 
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sın (+ 1)%  d.sin (#1) (Z+1) cos + 1)A 





1 



































sın A u dsın A in cos X u 
sın ur En d. sin A = cos ad an 
ind d.sın % je cos A u 
folglich geben die Ausdrücke (23. 24. 25.) für x = 0, 
20. Q (1! + u) be p 
ö —Uru)berabruae' ! 
30. 0 hen 
r . (I+u)be+ab+ wac P, 
31. OH" =- NEN... L pP 
” (1+u)betabr+ruuac 
und die Ausdrücke (26. 27. 28.) für = 0, 
39 oO C w 1)be p 
2  ErNDdctiara 
3.0 =- m rn ER / 
+) berzab+rac 
34. 0 = ae .P: 


1 
> + 1) bc+ ab + dc 
wo «ı ganz willkürlich ıst. 

IV. Für verschiedene Werthe von 4 haben, wie man sieht, 0, 0', 0" 
verschiedene Werthe. Die gröfsten oder die kleinsten unter ihnen, oder die 
\ 4 u a 
Grenzen von Q, 0°, O findet man, wie folgt: 

Man setze erstlich in den Ausdruck von Q (29.) u + r statt 41, wo r irgend 
eine ame znen oder Beh Zahl ıst, ung zıehe von dem ns diese 
W ssih O, für u, wieder ab, so Pi man nac ur ru öl a 


A0= rabe(b — c) 
|t+a+nde +ab+ (u-+r) ae | [+60 +ab + ac] 


Diese Gröfse ist nothwendig negatıv für jedes beliebige «u und r, weil 2 kleiner 


voransgesetzt wird, als ec. Also nımmmt () immerfort ab, wenn 4 wächst, 





und 
ist folglich am gröfsten, wenn 4 = 0 ıst, denn kleiner kann nicht werden. 


Also ıst der grölste Werth von ( für «= 0, aus (29.) 


O be . Pe 


35. P= 








“ die + ub. a+c 
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Dafs zweitens 0’ (30.) mit «u zugleich immerfort wächst, ıst leicht unmil- 
telbar zu sehen, wenn man den Ausdruck (30.), wie folgt, schreibt: 


PURE ac rn 
Q on N ab £ n 
(1+,)be+-— +ac 
eL 


denn der Zähler dieses Bruches bleibt unverändert, der Nenner nimmt ab, wenn 





4 wächst; also wächst der Bruch mit 4 zugleich. Das kleinste O% findet daher 
für das kleinste 4 Statt. Das kleinste «u ist aber Null, und für a = 0 ist O/=0, 
wie aus (30.) zu sehen. Also ist der kleinste Werth von 0°: 
6. W=0. 
Drittens wächst die Gröfse 0%, wenn «ı abnimmt, wie aus (31.) zu sehen, 
denn der Zähler des Ausdrucks (31.) bleibt unverändert, der Nenner wächst mit 
4ı zugleich. Also findet der grölste Werth von 0% für u = 0 Statt, und ıst 


folglich: 








vr . ab Pa 

7. = I a -, 

be + ab ac 
V. Dieses sind die Grenzen der drei Gröfsen Q, 0%, Q auf der einen 
Seite ihres Umfanges. Sie fanden sämmtlich für « = 0 Statt. Da die Grölsen 
regelmäfsig mit wu zugleich entweder wachsen oder abnehmen: so folgt, dals die 
Grenzen auf der andern Seite für «= „» Statt finden. Es darf oben in 
den Ausdrücken (29. 30. 31.) nicht mil Sicherheit u = %° gesetzt werden, weil 


für a = %, wenn = ux (23.), nicht unbezweitelt 4 mut x zugleich Null ıst, 
weshalb dann auch die Ausdrücke (29. 30. 31.) nur für jeden beliebigen Werth 
von 4, Unendlich ausgeschlossen, gelten (IM.). 

Die Ausdrücke (32. 33. 34.) hingegen gelten für jeden Werth von 4, Un- 
endlich eingeschlossen und Null ausgeschlossen (11.). Man kann also in 
denselben mit Sicherheit u = &% setzen. Und da nun die Ausdrücke (32. 33. 
34.), wie leicht ans der Vergleichung zu schen, identisch dieselben sind, 
wie (29. 30. 31.), indem die letzteren blos oben und unten mit 4 dividirt sind: 
so folgt, dafs man die andere Grenze von Q, 0, Q“ findet, wenn ınan in 


(32. 33. 34.) a = % setzt. Q ist daher am kleinsten für 


N > 
ee en 
u be ac a+b 


() ist am gröfsten für 
ac Pa 


3. = ‚P=  (33.) 





be+ac at db 
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(0 ıst am kleinsten für 
10. Q0"=0. (34) 

\l. Da 4 willkürlich ist, so kann man statt dessen in den allgemeinen Aus- 
drücken won Q, 0%, 0% (29. 30. 31.) oder, was das Nemliche ist, in (32. 33. 34.) 
eine von den drei Gröfsen O, 0%, Q“ willkürlich annehmen. Es sei z. B. 0 
willkürlich, so darf man nur « zwischen (30. und 29.) und (30. und 31.) elimi- 
niren, das heilst, das willkürliche @% statt des willkürlichen « einführen. Man 
findet, wenn man (29. und 31.) durch (30.) dividirt: 

() (1+ wWb m. 


1. m > und —- = —. 
el KIRT 0 ALE 





Nun giebt (30.) 
+ W)beV" +HabV + uacel'/ = uacP, oder 
b(a +c )‘ () 











2. TR ] 
“ (de B_ dc e0' — beO' e ur 
) BR } - Er dc 0 — be 0 + ab + be 0 
u aceP— uc 0 — be [0%  oden 
3.14 ie ac P — ac 0) + ab‘ 





ac, — ac 0 — be 0 


Selzt man dieses ın (41.): so findet mau 

















Q _acP—ac 0 + ab b __Pec—(e — 4)0' Ä 
Je a0 +be 0 a” (a+e)0‘ —-, odeı 
Pc— 0’ (ce — |! 
14. 0O=— ui AR ad 
er a-tc 
0" _uP-al ul b_aP—a+h)Q | 
blatt.) 9 ee (arg ld 7° 
> u 4 L 
15. FE QKarb) 
x at C 


welches die Ausdrücke von O und (0 durch 0 sind. 


Vll. Die Resultate sınd also zusammengenommen folgende: 


1) Die allgemeinen Ausdrücke von O, 0°, O0 sind: 








td. (0) = (1 ” *) be ein .P(2 (), 32.) 
i —(A+e)bdec here 
a ; © > 
1. © | u , (30, 33.) 
r  (Ad+e)de +» ab »nac (> 23.) 
al 
AS 0” — . —_ . P. (31. 34.). 


(1!+e)bce+tab+ zur 
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wo # jede beliebige, ganze oder gebrochene Zahl sein kann, Null und Unend- 
lich mit eingeschlossen. 
2) Will man eine der drei Kräfte Q, 0°, 0” statt « willkürlich annehmen, 














so Ist: 
Pe— 0 (e —! 
49 0 = 2 ( ) (44.) 
' atc 
Pa— O'(a+b) 
50, oO — « AB. \ 
” at «c (45.), 
3) Die Grenzen von Q, 0°, 0 sind folgende: 
’ Pe Pb 
51. O liegt zwischen den Grenzen —— und —— (35. 38.), 
My... at «c a+b Sa 
ar Pa 
52. 0° liegt zwischen den Grenzen 0 und —— (36. 39.), 
artb 
/1 * . Pa 
53. 0“ liegt zwischen den Grenzen = und 0 (37. 40.). 
C 


VII. Diese Resultate stimmen mit den obigen, auf anderem Wege gefun- 
denen (S. 1.) genau überein; nemlich (49. 50.) mit (5. 6.) und (51. 52. 53.) mit 
(7.8. 9.), so dafs sich also die Aufgabe allerdings auch auf dem Wege (S. 37.) 
vollständig und genau auflösen lälst. 

Es ist jelzt leicht zu schen, warum durch die Rechnung (S. 37.) die 
Ausdrücke von O, 0%, @“ nicht vollständig gefunden wurden. Die voll- 
ständigen Ausdrücke (46. 47. 48.) gehen nemlich in diejenigen (S. 37.) über» 


wenn man 
TE 


setzt, weshalb auch die (8. 37.) gefundenen einzelnen Werthe von O, 0°, 0%, 
5, und unter den unendlich vielen Werthen, 
welche ®, 0°, O haben können, mitbegriffen sind. In der That ist (S. 37.) 


aß, das halt 2e -— x =20—% oderA=x anstatt \ = ux, also a = I 


“ 


wie (3. 2.) besonders gezeigt, richtig 


gesetzt worden. Nun kann aber # nicht alleın gleich 4, sondern jede andere, belie- 
bige, positive, ganze oder gebrochene Zahl sein. Also sind in ($. 37.) die Werthe 
von Q, O°, Q“ deshalb nicht vollständig gefunden worden, weil im Vorans 
nur auf einen einzelnen besonderen Fall gerechnet wurde, statt auf 


alle mögliche Fälle zugleich. 


b. 


Ungeachtet die Aufgabe nunmehr auf zwei verschiedenen Wegen (8. 1. und 3.) 
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selöset worden, scheinen die Resultate doch immer noch paradox. Es scheint, 
man könne eine bestimmte Antwort! verlangen, wenn man lragt: wie stark WeT- 
den von dem Gewicht P die drei Puncte A, B, C (Fıg. 1. Tafel 2.) gedrückt. 
und zwar um so mehr, weil O, 0°, @“ wirklich immer nur einen einzigen 
Werth haben, wenn die drei Stützpuncte 4, B, C nicht in gerader Linie 
liegen, so wenig ihre Lage auch davon verschieden sein mag. Es mülste also 
hier eine Uni erbrechung der Stetigkeit Statt finden; denn so wie A, B, 
ÜC in eine gerade Linie fallen, hört die Einheit der Werthe von Q, 0,0" 
plötzlich auf, und O, 0%, 0% können nun unzählig viele Werthe haben. 
Kine solche Unterbrechung der Stetigkeit findet aber wirklich Statt. Die Abhän- 
giokeit der Grölsen Q, &%, Q“ von a, b,e,a, > und P ist wirklich disconti 
nuirlich. Dergleichen ist nicht paradox und kommt öfter vor. Bei einer Py- 
ramide oder emem Kegel z. B. liegt der Schwerpunet bekamntlich, um ? der Höhe 
des Körpers von der Spitze entfernt, ın der Axe. Er bleibt immer an derselben 
Stelle, wenn die Höhe des Körpers bleibt, und die Grundfläche abnimmt, so 
klein dieselbe auch werden mag. Sobald aber die Grundfläche Null ist, so geht 
der Körper in eine gerade Linie über, und sein Schwerpunet liegt nun plötz- 
lich nieht mehr anf ?, sondern auf die Hälfte der Länge von dem einen End- 
punct. Da man aber auch die Lime as eme Pıramide oder als einen Kegel 
betrachten kann, dessen Grundfläche Null ıst, so kann der Schwerpunet der Linie 
auch auf ? der Länge vom Ende hegen. Die Abhängigkeit zwischen der Ent- 


lernung des Schwerpunets vom Ende und den Abmessungen des Körpers ıst 


also nicht allein discontinuirlich, sondern es giebt auch für die Lage des 
Schwerpunets einer seraden Linie keine bestimmte Antwort. Es sei, um ein an- 
deres Beispiel zu geben, das Dreieck ABC (Tal. 2. Fıg. 3.) oegeben, so bestim- 
men bekanntlich die beiden Winkel « und 2 die Lage des Punctes J) in einer 
durch 1, BD, € gehenden Ebene gegen A, B, C, so lnge a+ 2 + y nich! 
gleich zweien rechten \WV inkeln ıst. Es giebt immer nur eine einzige Lage von 
D oesen A, D, GC, was auch «, J und » sein mögen, und so nahe auch die 
Summe von «, > und y zweien Rechten kommen mag. Sobald aber a + 7 + y 
gleich 20 ıst, kann DB plötzlich, wo man will, in dem Umfange eines dureh 
A, Bund € schenden Kreises liegen. Die Abhängigkeit der die lage von N 
bestimmenden Linien und Winkel von den gegebenen Seiten und Winkeln des 
Dreiecks ARE ıst also disconlinuirlich, und wenn man fragt, wo J) legt, 
lüra-+ a t+y=20, so geht es keine bestimmte Antwort, obgleich sie für 


= 


jeden beliebigen anderen \Yerth von «+ B _- Y Statt findet. Die unstetigen 


Grölsen 
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Grölsen kommen in der Analysis und Geometrie häufig vor. Selbst Tangenten, 
Cotangenten, Secanten und Cosecanten sind schon unstetige Grölsen, weil sie 
durch das Unendliche plötzlich vom Positiven zum Negativen, und umgekehrt, 
übergehen. Dergleichen Grölsen sind Gegenstände, die wohl noch zu wenig un- 
tersucht sind, und eine eigene sorglältige Erforschung verdienten. Die Unstetig- 
keit ist für die Theorie der Keihen besonders wichtig. Sie hängt mit der Conver- 
genz und Divergenz derselben zusammen, und die nähere Untersuchung mülste 
eine Menge scheinbarer Paradoxen bei den Reihen mehr ins Klare bringen. 

Findet man etwa bei der gegenwärtigen Aufgabe darin eine Schwierigkeit, 
dals wenn man sich eine unbiegsame Linie ABG (Fig. 1. Taf. 2.) wirklich anf 
drei Puncten A, BD, C ruhend vorstellt, die Drucke auf A, B, C doch noth- 
wendig irgend eine bestimmte Grölse haben müssen, und ın einem und demsel- 
ben Augenblick nur eine Grölse haben können, nach der also gefragt werden 
kann, so dals die Antwort: die Drucke können, innerhalb der obigen Grenzen, 
sein, was man will, nicht passend zu sein scheint: so ıst zu erwägen, dals die 
Voraussetzung bei der Frage nicht richtig ist. Es giebt nemlich in deı 
Wirklichkeit gar keine völlig unbiegsame Linie, und daher kann auch nach dem 
Druck einer solchen auf drei Puncte nicht gefragt werden. Alles, was man als 
Linie betrachten könnte, ist mehr oder weniger biegsam oder elastisch, und 
bringt man Biegsamkeit und Elasticität in Anschlag, so kann auch der Druck au! 
die drei Puncte gefunden werden. (Man sehe Eytelwein, Statik, $. 341. und 
Anhang, siebenter Abschnitt). Die unbiegsame mathematische Linie ist nicht: 
als ein Gegenstand der Einbildungskraft, der nirgend existirt, so wenig als hie: 
oben eine gerade, schwere Linie, die zugleich als Prisma und zugleich als Py- 
ramide betrachtet werden könnte, und von welcher ın solchem Falle die Lage 
des Schwerpuncts zweifelhaft sein würde. In der gegenwärtigen idealen Auf 
gabe von der unbiegsamen, mit einem Gewichte P belasteten geraden Linie feh 
len Bestimmungsst ücke, und darum ist die Aufgabe unbestimmt. Thu 
man irgend en Bestimmungsstück, z. DB. die Biegsamkeit oder Elastieität hinzu, 
so hört die Unbestimmtheit auf, und man kann auch die bestimmte Gröfse der 
Drucke auf die Unterstützungspuncte finden. 

Es giebt zwar freilich auch z. B. keine unbiegsame mathematische Ebene, un. 
dennoch kann man den Druck eines, auf einer solchen ruhenden Gewichts arı! 
drei beliebige, nicht in einer geraden Linie liegende Puncte finden. Allein in die- 
sem Fall ist die Zahl der Bestimmungsstücke zureichend, und wenn die Ebene 


aufserdem noch biegsam oder elastisch ist, kommt die Biegsamkeit oder Elastı 


I. 17 
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cıtät nur als Nebenumstand in Betracht. Bei der Linie ist sie bestimmend, 
oder entscheidend. 


6. 

Es hat auch keine Schwierigkeit, den Druck eines Gewichts auf mehrere 
Unterstützungspuncte einer unbiegsamen Ebene zu finden, die Puncte mögen 
nicht in gerader Linie liegen, oder zum Theil, oder alle in gerader Richtung 
sich befinden. 

Man könnte ganz auf die Weise wie ($. 37.) im ersten Hefte verfahren, 
nemlich die Lage der Unterstützungspuncte durch Ordinaten aus einem 
Puncte ausdrücken. Die Rechnung ist aber fast noch einfacher, wenn man 
sich statt solcher Ordinaten der gewöhnlichen rechtwinkligen Coordinaten 
bedient. 

I. Es drücke ein Gewicht P (Fig. 4. Taf. 2.) auf eine unbiegsame Ebene; 
welche durch das Papier vorgestellt wird. Die Ebene sei durch beliebige feste 
Punkte A), A, A,-- ++. . Ä, unterstützt. 

Der Druck auf A, sa=A, 
der Druck auf A, si = A 


2) 


der 
APA, und YP Y, sind zwei geradlinige, auf einander senkrechte Axen, die 
sich in dem Puncte P, wo das Gewicht P auf der Ebene ruhet, schneiden; 
= ME = PBRRSREE- A B, sind Perpendikel aus den Unterstützungspunc- 
ten A,,A,,......A, auf die Axe YPY ,und A C, A, ee 
Perpendikel aus den Unterstützungspuncten A, A, A,........ A auf die 
Axe APX,. Diese Perpendikel zusammengenommen sind also die rechtwink- 
ligen Coordinaten der Unterstützungspuncte A ,A,........ A , auf die Axen 
APA,undYPY. Esseıi 

PC, . Ba 

PL =a 


I 
jet) 


PL =a, PB=a. 

Werden diejenigen Abscissen, welche rechter Hand der Axe ER 
und diejenigen Ördinaten, welche über die Axe AÄPA, fallen, als positiv be- 
trachtet, so sind die Abeissen linker Hand der Axe Y,PY, und die Ordina- 
ten unter der Axe X PX, negativ. 
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I. Wenn man nun die Drucke A, A,,........ A, als Kräfte betrach 
tet, welche der Kraft P in parallelen Richtungen entgegenwirken, so ist bekannt- 


lich für den Fall, dafs alle Kräfte im Gleichgewicht sind, 


4. 4A. rd. Eee, 
bb. A, ri, ri, + Aa +... AR, 
= (0, 


56. Aa + A1ua,+Aa, Au, +.......+Aau 

1 1 > 2 n 3 + 4 n n 

Mehr Gleichungen oder Bedingungen für das Gleichgewicht finden nicht 
Statt; denn wollte man etwa mehr Axen annehmen, die sich in P schneiden: 
so würden die Coordinaten für diese Axen durch die Coordinaten a,a, 


TEE RR a ausgedrückt werden können, und folglich die Gleichungen 


“) 


für die neuen Axen in den drei obigen schon mit enthalten sein. 
liI. Da sich aus den drei Gleichungen (54. 55. 56.) nur drei unbekannte 
Grölsen, z.B. A,, A,, A, finden lassen, so folgt, dals die übrigen unbekann- 


ten Grölsen willkürlich sind, jedoch werden sie, weil sie vermöge der Glei- 


c} rys0YN T u » I 2. > « hl .) OUC “ a . } » OPRurIs< I G > r 3 .. rNnc -] | n 
nunzen von jenen drcien aD ame n, ZWISCHEN n\ wissen renzen cineeschlos- 


sen sein. Man kann also setzen: 
A x A. ze, A tr A, 
4 ir 1 % 2 3 3 
RK, A te, A,te, >» 


A, 
57. 
en ae, 


wo die sämmtlichen Coefficienten RR. ee Piece n une. x, 
"U ec willkürlich sind. Mit dieser Bezeichnung lassen sich alle 


Fälle ausdrücken. Es können nemlich die drei Kräfte A, A,, A, zum Theil, 
und wenn sechs und mehr Unterstützungspuncte vorhanden sind, alle drei 
Null sein: es kann an ihre Stelle die Unterstützung durch andere Puncte treten, 


gestützt wird. In solchem 


weil eine Ebene schon von drei Puncten vollständig 
- y . ] ® a y. ” 1 - . 4 . ... ' ‚ i 
Falle darf man nur die Coefiicienten derjenigen Kräite A, A 


Null sind, 


Pe Sn . A sind alsdann nicht nothwendig Null, und werden also 


A welche 


PR, 


sleich © setzen. Die durch A, A,, A, ausgedrückten Krälte 


durch die Bezeichnung noch immer ausgedrückt. Gesetzt, es sei A, und A, Null, 
® C 4 


5 5 n ” 


ww 


so muls man % 5%, -ocr0000% und #., Pe, .22.2.....p unendlich gerols 
’ { 


setzen. Wären dagegen einige von den Kräften A, , A, ........4, Null, so 
setzt man diejenigen unbestimmten Coeflicienten, welche in dem Ausdruck der 
verschiedenen Kräfte durch A,, A,, A,, vorkommen, Null. Z. B. wenn A,=0 
wäre: so setztman x, =0,#,=0 und e,=0. Es können auf diese Weise 


nz: 
11 


5 
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alle unbestimmten Coefficienten Null sein, nemlich in dem Falle, wenn nur die 
drei Unterstützungspuncte 4,, 4,, 4, vorhanden sind. 


IV. Substituirt man nun die Ausdrücke (57.) in die Bedingungs-Gleichun- 


gen des Gleichgewichts (54. 55. 56.), so verwandeln sich dieselben in: 














58. At +%, +8, 0 +% )+4( u a oA =) FETTE »r ) p 
+4! bo, +0, sr tr ) | 
59. A(a, +ra #r%2a,..: +r,0,)+4,(a, +ra +2... + a.) ie 
+4,(a, tra tea... -+- c,a,) 
00. A (a, tra th x,a, ige +r,0,)+4,(0,+#,0, 48,0, ass +#,0,) 
==), 
+4,(«, + a, +0,0, 2... -- 0,&,) 
oder wenn man der Kürze wegen 
ET u 5 +%, =K, 
a, Fa FR 2 00H 000.. +x3,=K, 
GP Ra RU sen nenene +xa=Kk,: 
I DENE Yacarncken +e =M, 
bi.\a, Bea ma cerere0n0 +ea, =M,, 
a tea, tr&:eererer0e + & a, Ma 
DDR re +, =N, 
EL 09 Wo 22 37 WPRRE SORTE +03, =N, 
a+0,0 +0, s-eruser +0 =N,: 
[etzt, ın: 
62. AK +AM +AN =P, 
63. 4, K, ni 4, M, + A, N, .or 0, 
64. A. K,+r A,M, + A,N,. >=: 
V. Daraus folgt, wenn man auf die gewöhnliche Weise eliminirt: 
ro M,N,— MN, p 
05. # = - y y vr  .— ; — y EEE - - > % y 
9 UT MD. —M,N)K+MN,- MM K+M,N-MN)K, 
nr N,K,— NK, 
66. 4, P, 





(NK, —N,.K)M+(NK,—N,K)M.+ (N, K—DK)M, 


- K, M, Ei K, M 
01. A Er a au P. 
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Dieses sind die allgemeinen Ausdrücke der Drucke in den drei Stützpuneten 
A, A,, A, für jeden beliebigen Fall. Der Nenner ist in allen drei Ausdrücken 
der nemliche. Sind A, A,, A, gefunden, so geben die Ausdrücke (57.) die 
Drucke in den übrigen Puncten A,, A,, ........ A. 


VI. Wenn man in (65.) oben und unten mit M_,, in (66.) oben und un 
ten mit NV, und in (67.) oben und unten mit X, dividirt, so findet man: 




















N, 
N —M,- 
A= Mr ‚P, 
(N,.—M, wIR+l WM > )K. +(M,.N—MN Ir 
K, 
68. (A, 25 N. P 
RT u rn A 
(K,—N,. w) M+(N. vn K) MN, K—NK,) y> 
Mm—K,.. 
a a K, 
A= .p 
| (M.-8,.Z )n+(K. en "—M)N, + (K,M-KM IE 
Man setze 
K, M, 
69. M, —E und », =r, 
so ıst 
N, 1 
70. K. = 2; 
und folglich in (68. ) 
N, —M,:- 
A= 1 | 1 = a, 
4 (, — M, -)K+ (7! — N) K,+(M N —MN,) . | 
| K—N er | 
Am - - ‚pP 
2 (X, — N,.er)M + (N. ET— NN NK,)r 
M,—K,.! 
- .P, 





4,= (2, — KK, )N+(#,—M)N. + (K,M—KM, e 


oder 
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N .r—M 


a 





—— \7 
14 


(A 


„r—M,) )X + (M—Nr)ÄK, +(M, N — MN )er P, 


K,—N.e 





= (K—-N.e)M+ 


A 


M, 


> 
(N.er— AÄ)M, + (N K— NK)r' r, 


er—K,.r 





hr (M,er—Kr)N+ 


welches ebenfalls die allgemeinen A 


A, für Je den belı jebige 


Sin nur drei Stützpı 





D 
(A.r—M.er)N +#KM—KM, £ 


usdrücke der Drucke 
n Fall sınd. 


ıncte vorhanden, 


den drei Stülzpunc- 


so sind alle unbestimmten 























Coeflfieienten v Null (IM.). In diesem Falle also ist in (61.): 
* mi, U =a, K,=u, 
72 MM == » M, =aı,, M, =q,, 
M=1,N3 =ı,N zo, 
folslich ist ın (65. 66. 67.) der Nenner gleich 
TE PIE TT AI AV (a, —2,)0, 
=a,.a,—a,a, r4,a aa taa —a.u 
2 3 > 2 3 1 1 1 > 1 
=(a, —a)®, +(a —a)a, +a. — a), 
un 
he 2,0, —a,u, m 
a — Pen 1 Bi‘ \ D . 
( — ı1,)a, a u.) _i...70, 
aa, —ıau | 
73 [= Li I P, 
- (a, —a)a +(a 3@,+(a —a,)a, 
_ Te 
(a, —a,)a, +(a, —a,)a, bi 1 1,)a, 
l,cct man die Axen, deren Lage willkürlich ; ıst, so, dafs eh Axe XAPX, durch 
ien Punct 4 sehet, so ista, =0. Also re sich alsdanın die Ansdrücke 
den ii ınD 
(75.) aul 
[ num, 
A= P, 
(2, A )a, + (a, —a,)a, 
m a, a, 
i +. # eu er 
. (a, —a)a, +(a —a,)a, 
A_==- an: a, ar 
\’ (a, —a)a,t+(a,—a,)a, 
Die gegenwärtige Bezeichnung mit der, (S. 37.) verglichen, ist 
R la = —a, a,=—bcos a, 2, =—ccosß 
la=0 , „ =+bsnao, ,=—csnß. 
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Setzt man dieses in (74.), so findet man: 


2 * - 
{ — ccos$P. bsına —bcos«a.esin ß 
{ N pP 


A 





(ec cos P+a)bsna+(—a+bcosa).—csin 
PL. be.sın(a + ß) 
— besn(a+P) + acsin P-+ ab sin « 
| acsın d D 
: — besu(at+P)+ acsn dt absna 
ab sın 
A= — — .P, 
—besun(a + Pß)+ acsm ?+ ab sin a | 
welches mit den Resultaten ($. 37.) übereinstimmt. 





Ro; 
76. 





A 





VII. Will man die Ausdrücke von #4, , A4,, A, (71.) auf den Fall dreien 
Stützpuncte anwenden, so ist, zufolge (73.) und (69. 70.): 
m 
1 


a a 
71. e =-4, r=- und er=-, 
u, a, 


also, wenn man die Axe durch den Punct _4, legt, so dafs @, = 0 ist: 


a | 
738. ce =0, r=-Z2under=(, 


Ü 
7 


Dieses giebt in (71.), wenn man zugleich (75.) substituirt: 
/ “ 


| PR A 

«i, 

I a 
5) 


r 4 
' O, A, 
1,22 a,) + 1 — — a, 
a a 
3 3 


N — Zi 


ss, 








a 
0 > 
&, 
,—,+(a—a, Ka 
A 
3 
a, 


—n — 
CA 
A = 5 . P. 


a, a, 
a re a are Bank.” 


&, & F i 





oder 
A,a, ver q, R, — P. 


“N 
l 








t “ “ “ ” — « 
Az a, an A, A, + a, A, a, G, 


_ 





a, A, P. 


04 P . a « n „ 
A — -i- a A — ( 
a, 3 a, &, 3 2 a, Rn 


N 
Fin 


S0. 








A= Ehe Be AR pP, 


3 Be ) ww a 
aa, tra,a, ra a, a,Q, 


= 


welches mit (74.) übereinstimmt. 
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IX. Isteine beliebige Zahl von Stützpuncten vorhanden, die aber alle 
in eine und dieselbe gerade Linie, z. B. in die Axe APAX, fallen, so ist: 
Ss. a =0, a, =(, 0, ml... , a =, 
folglich ıst ın (61.): 
832. Ka=0, Ma=0undNa=0, 
mithin, zufolge (69. und 70.): 


u u u FE u 
em=?, rm undier u 


9 


Also sind alsdann in den Ausdrücken (71.) die Coefficienten e und r unbe- 
Auf diese Weise geben die Ausdrücke (71.) die 
Drucke auf die drei Puncte A,, A, und A,, und, vermöge (57.), die Drucke auf 


stimmt und willkürlich. 


die übrigen Puncte A ,A, ......». A für den Fall, wenn sämmtliche Puncte 


hi 1 * . . 
in einer und derselben geraden Linie liegen. 


X. Sind blos drei Stützpuncte vorhanden, und man setzt, wie in (19.), 


ine on) = ou Gi nn 2 . En r i 3 er . 
eu Ze > %, pP= 20 fu, SO 1st, zufolge ( 5.): 
la=—-ıaa=- bcosx, a, =ccosÄ, 
3 1 2 3 
a=0 ,a,=bsu%, a =—csuh, 


also ın (79.): 






































| . b sn 
| —=ccos\k.-. —--)cosx 
’ Ü sın A p 
Ren . b sın% | b smx'"°? 
Ch. -. — eb ei. 
C sın A ‘ sın A 
f - p 
s41..” : . bb sn®k , b  sın x 
\ — cc Cco0sAh.:-. ——- db Cosr — a —ı.-. — 
2 sın A ( sın / 
b sın & 
a wer na ° j\ 
& sın A 
.. b sın“ b sın 
ch. =. — BB A =. +. —— 
C sın A C sın A 


Fallen nun die drei Stützpuncte in eine und dieselbe gerade Linie, so dals 


»—=0.X%=0, und man hat, wie (23.): N= Ar geselit, soıstcox=]1. 
sın % 1 r | 

cosA=4und —=-—, also in (84.): 
sın A {L 


{ 
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/ ei 
| A (1 +4) be 
En DET Ber a ae. 
Br at a)bce-+a Mac 
A AuC 
u: 4a a PO ac 
85. (te ? Fr Fun 
9 LTR EIER... (!+u)betab+ uac 
AL Aue 
ab 
X: b 
ao (Le P- a p 
BE Ä dir 
Erbe (i+m)bdbe+ab+ wac 
au ALc 
welches mit (46. 47. 48.) übereinstimmt. 
XL. Wenn n Stützpuncte A, A, A,-:-..::--- A, vorhanden sind, die 


entweder zum Theil oder alle in gerader Linie liegen oder nicht, so ist nur noch 
übrig, die Grenzen zu finden, zwischen welchen die Drucke Me A: 
.... 4, auf die Stützpuncte liegen, welches sich auch, ungefähr wie weiter oben 
bei drei Puncten, thun lassen wird. 

Berlin, ım Februar 1826. 








153. 


Versuch über die Integration der Differential-Gleichungen. 
(Vom Herrn Prof. Schmidten.) 





(Auszug einer von dem Verfasser, in der Königlich - Dänischen Academie der Wissenschaften 


zu Copenhagen, in Dänischer Sprache, vorgelesenen Abhandlung. ) 


Un eine deutliche Vorstellung von Functionen zu haben, dıe durch Differential- 
Gleichungen gegeben sind, müssen die Functionen nicht alleın entwickelt 
sem, sondern ihr Werth mufs auch für beliebige Werthe der unabhängig, ver- 
änderlichen Gröfsen angegeben werden können. Der zweite Theil der Aufgabe 
ın's Besondere, ist noch so wenig vorgerückt, dals fast alle Gleichungen, welche 


man gewöhnlich ın der ersten Beziehung als integrirt betrachtet, nur wenig be- 


friedigend sind, sobald es auf bestimmte Werthe ankommt. 
i {8 
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Allgemeine Verfahren scheinen hier fast nicht möglich, weil man immer 
wieder ein anderes Verfahren für jeden besonderen Werth der unabhängig- ver- 
änderlichen Grölse haben müfste, deren die gegebene Function öfter mehrere 
enthalten kann. So ist zuweilen in der Astronomie ein Ausdruck sehr nützlich, 
der keine Anwendung mehr findet, sobald eine einzeine Grölse nur ein wenig 
ihren Werth verändert, und Aufgaben, die man auf Quadraturen gebracht hat, 
und die also als aufgelöset betrachtet werden, finden dennoch unübersteigliche 
Schwierigkeiten. Es scheint also, dals die Verfahren, bestimmte Werthe der 
Integrale zu finden (les methodes d’evaluation) , etwas Eigenthümliches haben, 
und dafs man bei denselben auf die besonderen Bedingungen der Aufgabe Rück- 
sicht nehmen muls. In jedem Falle kann man sie grölstentheils aus den Regeln 
für die allgemeine Form der Function ableiten, wenn man diejenigen 
nımrat, welche den Umständen arm besten entsprechen. 

Für die hierzu dienenden Sätze ist in der Analysis noch wenig geschehen. 
Es giebt einige dergleichen, aber sie sind sehr auf einzelne Fälle beschränkt. 
Man könnte leicht durch Differentiation eine unendliche Menge von inte- 
grablen Gleichungen aufstellen, aber sie würden immer nur Ausnahmen von de- 
nen sein, welche sich auf dem nemlichen Wege nicht integriren lassen. 

Auch verlangt man häufig Unmögliches, wenn man den endlichen Ausdruck 
eines Integrals sucht, das heilst, ein Integral, welches aus bekannten Functionen, 
durch eine begrenzte Menge von Operationen zusammengesetzt ist. Denn da 
die bekannten Functionen nur wenig zahlreich und nur nach Willkür in die ana- 
Iytische Sprache aufgenommen sind: so ıst die Aufgabe, die unendliche Menge 
unbekannter Functionen, welche durch Differential-Gleichungen ausgedrückt 
werden, auf bekannte Functionen zu bringen, fast der von der Quadratur des 
Kreises gleich zu achten. Sucht man also durch die Integration von Differential- 
Gleichungen allgemeine Ausdrücke, so muls man nothwendig unendliche Reihen 
zu Hülfe nehmen, und mit ihrer Hülfe die natürliche Form der Functionen, das 
heilst diejenige zu entdecken suchen, welche ihre Eigenschaften auf die ein- 
fachste Weise ausdrückt. Man darf sich aus diesem Grunde auch nicht auf die 
gewöhnlichen Reihen, nemlich auf solche, welche Summen von Gliedern sind, 
wie z. B. die Taylor'sche, beschränken; denn besonders, wenn die Gleichungen 
nicht lineär sind, würde man bald finden, dafs dergleichen Reihen nur einen ent- 
stellten Ausdruck geben, ia welchem das Gesetz der Aufeinanderfolge der Glte- 


der nicht gut sichtbar ist. Die Schwierigkeit, Reihen zu summiren (d’cvaluer), 


ist kein Grund, sie zu verwerfen; denn sonst würden nur wenige, selbst gewöhn- 
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liche, brauchbare Reihen existiren, und sogar die Lagrangische, für Unikeh- 
rung der Gleichungen, in welcher das Gesetz der Glieder so elegant ausgedrückt 
ist, würde nur geringen Werth haben. 

Ich glaube also, es sei nothwendig, die Form der Integrale selbst dann zu 
untersuchen, wenn sie sich nicht darstellen lassen. Die Aufgabe bestehet alsdann 
darin, eine Regel aufzustellen, nach welcher sich einfach und klar die entwickelte 
Form der durch eine beliebige Differential-Gleichung gegebenen Function fin- 
den läfst. 

Eine solche Regel muls natürlich auf die bekannten Resultate passen. Es 
kann für besondere Fälle indirecte Methoden geben, die leichter und kürzer zum 
Ziele führen. Sind blofs einzelne Aufgaben aufzulösen, so können solche ein- 
zelne Verfahren oft den Vorzug haben. Kommt es aber auf Methode über- 
haupt an, so sind einzelne Resultate nicht hinreichend, sondern man muls auch 
ihre Stelle im System und die Ursache der Vereinfachung in den einzelnen Fäl- 
len kennen. 

Wenn diese Betrachtungen einigermafsen gegründet sind, so werden die Un- 
tersuchungen, welche ich hier mittheilen will, vielleicht nicht ganz ohne Interesse 
sein. Ich werde kürzlich die oben erwähnte Regel abhandeln, sie aber nicht 
weiter entwickeln, als zu ihrer Verständlichkeit, und um daraus die nöthigen Fol- 
gerungen zu ziehen, erforderlich ist. Nachdem die allgemeine Regel für alle 
Differential-Gleichungen gegeben worden, werde ich mich mit den lineären 
und nicht-lineären Gleichungen vom ersten Grade in's Besondere beschäf- 
tigen, und dann die Anwendung auf Gleichungen mit mehreren veränderli- 
chen Gröfsen andeuten. Auch wird sich zeigen, dafs die Ausdehnung auf Glei- 
chungen mit endlichen und vermilschten Differenzen keine Schwierigkeit hat. 


1. 
Es sei irgend eine Gleichung zwischen =, zwischen irgend einer Function 


y von a und ihren rn Differential-Coefhicienten, z. B. die Gleichung 
Ih (n) 


"f 38 A 
I («; [FR HR SERERTETERE y)=0 
oegeben. Dieselbe wird integrirt sein, wenn man eine andere Gleichung von 
niedrigerer Ordnung, wie 


I(®; N al. 3“) —c 


aufstellen kann. Eine solche läfst sich aber nur selten finden. Die gegebene 
Gleichung läfst sich indessen vermittelst der kleinen Zahl von Functionen, welche 


in die analytische Sprache aufgenommen sind, auf vielerlei Art n zwei Theile 
18* 
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theilen, so, dafs derjenige, welcher den Differential-Co@fficienten von der höch- 
sten Ordnung enthält, integrabel ist. Dieses ist z. B. der Fall, wenn man den 


Differential- Coefhicienten y” alleın auf eine Seite bringt. 


Man setze daher, aus der gegebenen Gleichung sei auf irgend eine Weise 


eine andere von der Form 


7 f] (n—1) / (n) 
F.(z,y,7 PRETED.. ) — p(2,y,y REUEWETT | ) 
sefunden, deren erster Theil ein vollständiges Differential ist, der aber, rech- 
ter Hand, die Dilferential-Coefficienten von y alle, oder zum Theil, enthalten 
kann. Alsdann findet man, wenn man integrirt: 
F (ar, ea y =c + Sdz(y(z,y ae. 2”) 
wo c, eine willkürliche Constante ist. Betrachtet man nun das zweite Glied als 
bekannt, so kann man wieder mit der gefundenen Gleichung, wie mit einer Gle:- 
chung von der Ordnung rn — 1, und wie vorhin, verfahren. Man kann sie auf 
die Weise theilen, dafs ihr erstes Glied ein vollständiges Differential ist, und sie 
durch eine Function von der n — 2! Ordnung vervollständigen, u. s. w. Wie- 
derholt man das Verfahren, so wird man, nachdem man r mal integrirt, und a 
willkürliche Constanten eingeführt hat, zu einem Resultate von der Form 
Lea tıy 
gelangen, in welchem das erste Glied gar keinen Differential-Coefficienten, bis 
zum nn, unter dem rn mal wiederholten Integrations-Zeichen enthalten kann. 
Durch Umkehrung findet man 
y=P(.,., +,Jy). 
wo P ein auf z und ©, + by sich beziehendes Functions-Zeichen ist. Substi- 


tuirt man, so findet man: 


ya P(« a EN) (P (, + hl... ehr... ))) ; 


und führt man auf diese Weise ohne Ende fort, so kann man y aus dem zweiten 
Theile der Gleichung ganz wegschaffen, und also einen entwickelten Aus 
druck von y finden. Dieser Ausdruck wird das vollständige Integral der ge- 
gebenen Gleichung sein; denn er enthält z willkürliche Constanten. Das Ver- 
fahren erfordert aber in seiner ganzen Allgemeinheit Operationen, die bei wei- 
tem die Kräfte der Analysis übersteigen. Ich will mich also nur mit einigen 
einzelnen Fällen beschäftigen, welche merkwürdige Vereinfachungen darbieten, 


und dazu dienen werden, das Obige zu erläutern. 
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7 


u 


Wir wollen zuerst die lineären Gleichungen untersuchen. 


Es sei die allgemeine lineäre Gleichung von der nt“® Ordnung: 
Py" + Oy“” a et .+Ssy=T 
gegeben, wo sich die a + 2 Functionen (P,Q........ Ss, 7) von x, durch 
die Division mit P, auf n -+ 1 solcher Functionen bringen lassen. Eine Glei- 
chung von der Ordnung n — 4 würde aber nur rn Functionen enthalten. Es 
wird also allezeit möglich sein, eine Gleichung von der n — 1!°* Ordnung zu fin- 
den, von welcher die gegebene, bis auf ein Glied, das vollständige Dilferential 


ıst, das heist, man wird derselben die Form 


(n—1) (n—2) y 
(P,y Tr +Ssy)=T,+Vy 
geben können, woraus, wenn man integrirt, 
Pr" "H-QOy""#+........ +S,y=/Tda+/[Vyda 


folgt. Könnte man also diese Gleichung von der a» — 1t®® Ordnung integriren, 
oder y durch eine Function des zweiten Gliedes ausdrücken, so würde man, wie 
oben, den entwickelten Werth von y durch wiederholte Substitution finden. 
Man kann auf diese Weise das allgemeine Integral einer Jineären Gleichung von 
der zı® Ordnung, in Vergleich mit demjenigen einer Gleichung von niedrige- 
rer Ordnung, als eine transcendente Function betrachten. Dieses aber hindert 
nicht, dafs nicht die Function, welche eine Gleichung höherer Ordnung integrirt, 
in einzelnen Fällen von Integralen niedrigerer Ordnung, in endlicher Functions- 
form, abhängig gemacht werden könnte, auf dieselbe Weise, wie etwa die Sinus, 
die sich in einzelnen Fällen blofs auf irrationale Gröfsen reducıiren lassen. 

Man würde nun, nach dieser Methode, das Integral einer Gleichung zu 
finden, der Reihe nach, alle niedrigeren Ordnungen, von der gegebenen Glei- 
chung an, durchgehen müssen, welches sehr beschwerlich sein kann. Wir wol- 
len also unter den unendlich vielen Arten, die gegebene Gleichung zu integriren, 
oder, was das Nemliche ist, sie auf die obige Weise zu zertheilen, einige neh- 
men, deren Resultate weniger verwickelt sind. 


Man bringe z. B. die Gleichung auf die Form 
IN? 
a a =T-+yy, 


wo X,, X, u. s. w. bekannte Functionen von x sind, und py Differential - Coef- 
ficienten von y enthalten kann. Man integrire n mal, so wird man einer Aus- 


druck wie: 
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_ ) 4 & 
y=W+x JS: x [erde 


finden, wo FF unter n RR die Function 7 nebst n willkürlı- 
chen Constanten enthält und n + 1 Glieder hat. Substituirt man wiederholt Y 


in das zweite Glied, so ar man, weil py eine lineäre Function ist: 


= V/V + +% 4 DRBES AI 4 0e 


ha > ße x fs Mas”) 


s.: va. ee id Zu. STE Am RE BE EI—KWESISEWwW WE ..„_m> u. eu... 


und wenn man den Werth. von /F ee n + 1 Reihen. von welchen z, 
jede mit einer willkürlichen Constante multiplicirt sind. 

Man könnte auch die gegebene Gleichung so zertheilen, dals das erste Ghed 
nicht den Differential- Coefficienten von der höchsten Ordnung enthielte. In 
diesem Falle würden durch die Integration nicht n willkürliche Constanten einge- 
führt werden, und das Integral würde nur particulair sein. Der emfachste 
Fall würde der ganz ohne Integration sein. Es wäre der Fall, wenn man y auf 


einer Seite alleın lielse, welches 


Py" 4 Oy"" bunlana if, ) 


« 


Siebt. Man würde daraus den entwickelten Ausdruck von y finden, wenn man 
y in das zweite Glied setzte, u. s. w. Ist das zweite Glied ein vollständiges Diffe- 
rential, so vereinfacht sich noch der entwickelte Werth von y bedeutend. Man 
hat also auf diese Weise zwei Extreme der Integration, das eine ganz ohne, das 
andere mit allen willkürlichen Constanten. Man kann zwischen ihnen mehr oder 
weniger allgemeine Ausdrücke aufstellen, je nachdem sie mehr oder weniger den 


Bedingungen der Aufgabe angemessen sind. 


2. 


Man sicht, dafs selbst die lineären Gleichungen Operationen erfordern, 
welche beı weitem die Kräfte der Analysıs übersteigen. Man muls sich also auf 
besondere, Vereinfachungen gewährende Fälle beschräuken. Ehe ich indessen 
die Integration der Gleichunge n für besondere Formen der Coe@flicienten unter- 
suche, will ich noch einige Bemerkungen über die. allgemeinen Gleichungen 
von der ersten und zweiten Ordnung machen. 


Man verwandele Gleichungen von der ersten Ordnung, von der Form 


y+Py=®R. 
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so, dafs das erste Glied ein vollständiges Differential ist. Man setze also 
Kyy=X,Q, 

welches X’ y+-X,y'=X,0Q,, also wenn man Q =y’+ Py substituirt, 
Ayt+Xy=Xy+X,Py, od X'—P.X =0 giebt. Diese Glei- 
chung ist der gegebenen ähnlich, wenn man in jener das zweite Glied gleich 
Null setzt. Vermittelst der Exponential-Gröfsen, deren Eigenschaften untersucht 
sind, kann man nun unmittelbar X, durch x ausdrücken. Wäre aber dieses 
Symbol nicht in die Sprache der Rechnung eingeführt, so würde sich der ent- 
wickelte Ausdruck von X, nicht anders, als durch das obige Verfahren finden 


lassen. Man würde also 


X,=c—/[PX,da=c[1—/Pax+[Pf Pas — ia er, | 


haben, welche Reihe sich bekanntlich auf 


n 2 3 
[sr rn. 








= 


eo. 


reduciren lälst. Alsdann ıst 
A fr 
y=y+y [X 0de 
A, Ä, . . 
wo c eine willkürliche Constante bedeutet. 


Um das obige Verfahren noch weiter zu erläutern, will ich auch das Integral 
der allgemeinen Gleichungen zweiter Ordnung entwickeln. Es sei also 
d’ dy 
ar Pr Oy=.A. 


da” dx 
Wollte man das erste Glied dadurch in ein vollständiges Differential verwandeln, 


dals man setzte 


x z (X, )) = R: 


so würde dieses zwar nicht gelingen, aber man würde, um X, oder X, zu finden, 
auf eine von den beiden Gleichungen 


d’z Pdz dp 
di + ( 


_— - —)2=0, oder 








dx“ dx dx 
d’z Pdz 

rg | — 
dx’ + dx v 02 


kommen, woraus man siehet, dafs sich die Integration auf die einer ähnlichen 
Gleichung ohne zweites Glied reducirt. Es ist leicht zu zeigen, dafs die lineären 
Gleichungen allgemein diese Eigenschaft haben. Um den entwickelten Werth 
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von y zu finden, mufs man sich hier begnügen, blos einen Theil des ersten Glie- 
des in ein vollständiges Erw zu verwandeln. Ich setze also 


dy 
(x, AN —-R-— 
A, ( ı dx Qyr; 
wo X, vermittelst einer Gleichung der ersten Ordnung gefunden wird, und, nach 
der angenommenen Bezeichnung, 


z Fi „Pix 


ist. Man findet nun 


yz=c-+c JE+ Ss: Rix’ -/2 e.S? Oydx’, oder 

fnfaeiefe Nenn Er ) 
dx 7 

fer fi X X 0 rasen em ) 

+ / X FRRIPE222. N | 


welche Ausdrücke sich nur dann in endiicher Form darstellen lassen werden, 


wenn man ein neues Symbol eingeführt hat, welches das Integral der Gleichun- 
gen zweiter Ordnung bezeichnet. 


a 











Wir wollen jetzt die merkwürdigsten einzelnen Fälle betrachten, in welchen 
sıch das Integral durch bekannte Functionen von Potenzen und Exponental- 
Grölsen vereinfachen läfst. 

4. 
Ein schr ausgedehnter Fall ist, wenn man in der Gleichung 


( . (di a (A +a2)) ((1+ a2)"‘y)) zer =T,, 


WE ri beliebige Constanten sind, die darin angedeuteten Dif- 


lerentiationen verrichtet. Man findet: 
(m) a (m=-1) P (m— 2) (4 a 
—+- we ° F 2 -Y We ww — ”° y a; } ,’ 
+ ax (i+ur) (1i+aa) 
ww’ =(1+a2)" "m, Tist, unda, ß.:.... 4 Constanten sind, 


die von a n. und a abhängen. Das Integral der gegebenen Difie- 
rential - ER "hung von der nt“ Ordnuhe ist 


y=A(+as)”" +4A,+as) "+ A, lt aa) rer 
+ (1 +aa)" [1 +as)f usa ace .[ Tas”, 


wood, A,,........ 4, willkürliche Constanten sind 








Nav 
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Man findet daraus leicht das Integral der Gleichung mit unveränderli- 
chen Goefficienten. Da nemlich in den Gröfsen «a, A, re 
nemlichen Abmessungen hat, wie das Product von z,, n,, elc.: so kann man 

1 

a=-,n, =rTp, n,=[r,p elc. 

pP 3 1 

setzen, und wenn man nun 
p=2 
setzt, so ist die Differential-Gleichung;: 
„(m) (m-1) u 
DB "assesi t+ay=Vl.: 
WO @,, By ++... dt, von den Constanten r,, r, etc. abhängen; und das Integral ist 
ymAec'’+ A, Pe 1 A u a Se: ee 2 

Der Ausdruck geht in Kreis-Functionen über, wenn r,,r, etc. imaginär sind. 

Wir wollen ferner eine Art von Gleichungen untersuchen, deren Integral, 
obgleich es sich nicht durch bekannte Functionen vorstellig machen lälst, durch 
Reihen ausgedrückt werden kann, deren Gesetz sehr einfach ist. Es sei 

R a. +3 (1+ax) a + (I+ax)” n 
(a+Pl1+aa))y” + +2 N jene n\ ) y=C(1+tar), 
1trazx RN 
(+ ax) 
WOQ, &, ügennenenen Br Brs Bar +++ ++ Y S und C beliebige Constanten 


sind. Der gegebene Ausdruck läfst sich leicht auf die Form 
n ın n Ä ‘ e 
NN (I+ax) (di +ax) m... ((1-+ax) y) ar \) 
d 


, , d d 
—= AN+cr)’+Bil-+as)‘ (d+am (ra. ((A-+am)’ 'y) ) 


bringen, wo n win 








RETTET, TE ET ER ET. A, B, b, ce Constanten 


sind, die von denen in der gegebenen Gleichung abhängen. Integrirt man zrı mal, 
so wird man y durch eine Function von sich selbst und von den willkürlichen 
Constanten ausgedrückt finden, und wenn man wiederholt substituirt, so wird 
man zz + 1 Reihen finden, welche das entwickelte und vollständige Integral der 
gegebenen Gleichung enthalten. Es ist leicht zu sehen, dals in diesen Reihen 
jedes Glied aus dem vorigen so folgt, dals jedesmal dem vorigen m Factoren im 
Zähler und zn Factoren im Nenner hinzugefügt werden. Auf ähnliche Art kann 
man auch leicht zu dem Fall übergehen, wenn das Binomium sich in eine Ex 
ponential- Grölse verwandelt. 

Ich übergehe den Fall, wo die Reihen vermittelst bestimmter Integrale 


(integrales definies) eine endliche Form erhalten. Ich habe mich damit au 


einem anderen Orte beschäftiget, und gedenke darauf zurückzukommen. 


I. 1) 
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Die Reihen, welche hier entstehen, sind als Resultate eines weniger direc- 
ten Verfahrens schon bekannt. Man kann auch, wenn man sich des obigen \er- 
{ahrens bedient, bei einem beliebigen Gliede stehen bleiben und den Rest ange- 
ben. Dieses geschiehet ın Folge der allgemeinen Regel, und ein Beispiel an einem 


einzelnen Falle wird zur Erläuterung hinreichen. Es seı 








dy n 
—ı =cay 
da” I 
so st 
” un m n+2m 
-=Altı+ +......+ - 
J n (n +1) (n + 2) (n+1)..... (n +2 rn) 
M art Bo Re 








+A, (x-+ - 
eK“ (n-+ 2) (n+ 3) 


>» he Ak yda“. 

Um näherungsweise den Werth von y zu finden, mufs man aus den Um- 
ständen der Aufgabe den gröfsten und kleinsten Werth von y, zwischen gewissen 
Grenzen von &, kennen. 

5. 
Ungefähr auf dieselbe Weise kann man auch die Grenzen der Taylorschen 
Reihe finden, wenn man sie als das Integral einer partiellen Differential -Glei- 


chung betrachtet. 








Es scı 

du ns du 
dz dy’ 

® 

i dı 
soist: uv=gyYy + | — (dx oder 

dy 

e” Nu 
BE zu pYy + ayp'y + z 7 py wu .% +/ WI da. 


Man siehet leicht, dafs sich alle partiellen Differential-Gleichungen auf ähnliche 
Weise integriren lassen, was ich auch an einem andern Ort, in den Annales des 
mathematiques von Gergonne ausemmandergesetzt habe. Man nehme z. B. fol- 
sende zwei allgemeine Ausdrücke, auf welche sich die Gleichungen zweiter Ord- 


nung, zwischen zweı unabhängig veränderlichen Gröfsen, bringen lassen, nemlich 


Ä 





dz dz dz 

dedy m de +q dy +rz=s, und 
dx dz dz 
EEE 
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wo p, 9, r beliebige Functionen von x und y sind: so kann man der ersten 


(‘ leichung ‚ wenn man 








= Ivy d ) 
ey on, e/445 — nn und pg+ L_r=« 
da 
setzt, dıe Form: 
d(nz) 
di m 

dr 

= mns-+- mnez 
da 


geben, und wenn y und a" willkürliche Functionen von x und y bezeichnen, 
nnd man selzt 


als 1 00 / 
+ ay+ I I mnsda=T, 
n n,) m 
so findet man 
ze +1 fE Ef mnezds, 


und wenn man wiederholt ehrt 


. ‘d 
z=Ü4l I: SEE run Tde+ [2 Smede [* fan: Tda. 


Anch kann man BETT leicht mehrere andere Ausdrücke finden. 


Um den zweiten von den beiden obigen allgemeinen Ausdrücken zu integri- 


ren, kann man 
. Y) 
— frei / -d ) 1 
n=e ‚ m=e P Ri Deu ce smdy 
m m, . 


selzen, wo g eine willkürliche Function von x» bedeutet. Dieses giebt 








] EM dz 

( 

1 d.(mz) n de 
. = son $) 
m dy dx 

worals 

mn 'mn /? 
s=U—— =G: ”) dy + — ar >), de Ente, 
n, n af n 
folst. Die A E en = auf a. u Reihe, obgleich sie 


nur eine willkürliche Function enthält, ist, wie bekannt, nicht weniger allge- 
mein, als eine Reihe mit zwei willkürlichen Functionen, die sich ebenfalls leicht 
finden läfst. In der oben erwähnten Abhandlung findet man mehrere Entwicke- 
Inngen und Untersuchungen über einzelne besondere Fälle, ın welchen sich 


die Reihen vereinfachen und sogar zuweilen auf bekannte Functionen reducı- 


ren lassen. 


19° 
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6. 
Nach den lineären Gleichungen wollen wir noch einige nicht lineäre 
Gleichungen zwischen zwei veränderlichen Grölsen betrachten, von welchen sich 
die Integrale durch Reihen, nach einem einfachen Gesetze ausdrücken lassen. 


Wir wollen beı den Gleichungen erster Ordnung stehen bleiben. 


Ich bemmerke zuerst, dafs Gleichungen von der Form 


‚4 s' 
y=F(%): 


wenn man 
setzt, auf dıe Form 
gebracht werden können, woraus 


_ " dz 
log A = / F@)-_z 


folgt. Wenn X=x, so ist die Gleichung homogen, und wenn X = e*, so 





reducirt sie sich auf eine Gleichung mit constanten Coeflicienten. In allen Fäl- 
len kann sie auf Quadraturen gebracht werden. Man betrachtet alsdann eine 
Gleichung als integrirt, aber es ist leicht zu schen, dals man dann von der ge- 
nauen Kenntnils der Function noch eben so weit entfernt sein kann, als wenn 
man die veränderlichen Grölsen nicht absondern könnte. Die Ausdrücke, welche 
hier folgen sollen, sind zwar, wıe fast alle Reihen, zu einem bestimmten Aus- 
drucke der Functionen eben so wenig zureichend. Wegen ihrer Einfachheit 


aber werden sie vielleicht nicht ganz ohne Interesse sein. 


Da eine lineäre Gleichung die einfachste erster Ordnung ist, so wollen wir 
eine Gleichung nehmen, in welcher y auf die zweite Potenz steigt, oder vom 
„weiten Grade ist, nemlich die Gleichung 

y'=p+gy-+ry”. 
p, 9, r sind beliebige Functionen von @. Die gegebene Gleichung läfst sich 


leicht auf die Gestalt 


bringen, wo 


und man findet nun y durch wiederholte Substitution. 
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Eine andere Form wäre 
log (y — a) =/(P +yy)de, 
wo a, ?,y von den Gleichungen 
y=r,ay+P=gundaß+a=p 


abhängen, aus welchen 
ad«=p+tHag-+tar 


folgt. Diese Gleichung ist zwar der gegebenen ähnlich, aber es ist ein partieu- 
laires Integral von derselben hinreichend, welches zuweilen leichter zu finden 


ist, als das vollständige. Man findet daraus 
ft: BE „74x TE DRPRBRER ) 
deeeinef‘ (+>. + )): 


indessen ist der einfachste Ausdruck von y der, welcher durch Reduction auf 
eine Iineäre Gleichung entsteht. 


Man setze nemlich 
J 


_— 77 
a 


Aue" 





nz 
EZ 


so erhält man die Gleichune 


) 
u \ 
BE Bl zZ t+rpz=0, 


von welcher das Integral nach dem obigen Verfahren leicht zu finden ist. 


Die allgemeine Gleichung vom dritten Grade 
y=p+ay+try'+sy 
lälst sich ebenfalls auf verschiedene Art integriren. 
Man kann setzen 
yza+ß/(y+sJy) dx. 


Alsdann hängen die vier Grölsen «, 8, y, d von folgenden Gleichungen ab: 


Py’ + (3) #=». 
p' 


3py’d+ B —9, 


3py =r, 


ß 6 Ss. 
Man kann auch setzen: 
log (a + N) lg (P+y)=fY + sy) de, 
oder arc. tang. (e+ny) =/(y+6y) dx, 


& 





oder 73 Su rsy) de. 
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In allen diesen Fällen wird man finden, dafs die Entwickelung der Gröfsen 
a, 5, y, 6 von einer Gleichung abhängt, die der gegebenen ähnlich ist, von wel- 
cher aber ein particulaires Integral hinreichend ist. Im letzten Falle z. B. 
hängt ‚> von der Gleichung 


N A) n2 23 
P=p+t op +rP + sp 





ab. In dem besonderen Falle p = 0 wird dieser Gleichung durch $? = 0 genug 
gethan, und «, y und d werden leicht gefunden. Das entwickelte Integral ist also 
(X 
e > ou 
F | dx „ Zn da 


y dıı\yt+ —— 
Sds(.:. 
Als einzelnes Beispiel sei die Gleichung 


A 
/ 2 n [ 
Y+-y+bfyf +cay=0 
" a - 


gege eben. Man findet 





m-atı 
“ bw n=a 
[sd = h+ r ec 
" m—a-t1i . 
wo A eine willkürliche Constante ist. Der Kürze wegen sei 
b 





n— at 1 ! 
so findet man 


ee u? 


h+ea Zus 5 ee? 
en ee ni f 
wo + 


Das Vorstehende wird zureichen, um die Anwendung der Grundregel auf 


verwickeltere Gleichungen zu zeigen, deren Integrale ebenfalls verwickelter sind, 








und unter welchen man diejenigen besonders untersuchen mufs, welche sich ver- 
einfachen lassen. 

Man kann sich der obigen Methode auch bedienen, mm den Ausdruck eincı 
Fiinelion, die man schon anders woher kennt, zu verwandeln. So z. B. läfst 
sıch die Gleichung 

y' 5 2 by’ + ey ie) 


leicht durch logarıthmische Funclionen inlegriren. Man findet aber auch 











er 
Zum / ’ ‚-2ax |. 
] J -4x ‘ ir 
BR t+c BE TER 
a l UBER P dx 
 h—-e"'""+c : 
109 » / VE ee 
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wo + eine willkürliche Constante ist. Setzt man dieselbe oleich Null, so finder 


man das particuläre Integral: 
— 





y- 


ea 
De ge 
ca 

m 


Biest j 





welches der algebraischen Gleichung 
ay-+ by” + cy' == 0 
entspricht. Eben so würde die Gleichung 
e’’=c+ afyd, 


oder ‚die Gleichung 


y- - log (c ++ afy dx) 


auf die Umkehrung der Function 


® .ay 
ti = — dy 
# 


führen, u. s. w. 





14. 
Ueber den Eilften Grundsatz in Euclid s Elementen der 
Geomelrie. 
(Von lerrn Lows Olivier.) 


m — ———— — - 


— man 





Dieser Kilftle Grundsatz heilst: 
„Zwei gerade Linien G.B und 77.D (Fig. 7. Tal. 2.), die von einer dritten 
„EFF so geschnitten werden, dals die beiden inneren, an einerlei Seite lie 
„genden Winkel BAC um DCA zusammen kleiner als zwei rechte sind. 
„treffen, genug verlängert, an eben der Seite zusammen.” (Nach Lorenz 
deutscher Ausgabe des Euclides ausgedrückt. D.H.) 
Da dieser Satz nicht gut von selbst einleuchtet, und also nicht sowohl ein 
Grundsatz, als vielmehr ein Lehrsatz zu sein scheint, der des Beweises bedarf, so 
hat man sehr oft versucht, den Satz auf Euchdische Art zn beweisen. Alle «diese 


Versuche sind milslungen, und es ist also nicht sehr wahrscheinlich, dats man 


den Beweis finden werde. Verschiedene Raissonnements und Beweise niit allerlei 
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Hülfs- Vorstellungen (z. B. mit der Vorstellung vom Verschieben eines unver- 
änderlichen Winkels, von W inkelraum-Gröfsen u. s. w. D. H.), so wie der Um- 
stand, dals alle Sätze, die auf das Axiom gebaut sind, einander nicht widerspre- 
chen, müssen die Stelle eines Euclidischen Beweises vertreten. Man kann deshalb 
dergleichen Stellvertreter des Beweises nicht genug haben. Vielleicht findet das 
folgende Raisonnement hier eine Stelle. 

Die gerade Linie A'C schneide die AB, so wird strenge bewiesen, dafs der 
Winkel ACF grölser ıst, als der Winkel KAF (Euclid’s Elemente. 1. Buch. 
16 Satz.), und es ıst an und für sich klar, dafs alle durch C gehende gerade Li- 
nien, wie LG, die mit CF einen noch gröfseren Winkel machen, als KCF, 
oder die zwischen AU und IC liegen, die AB ebenfalls schneiden. 

Der Winkel JUF sei gleich dem Winkel BAF, so schneidet die 7C die 
4 B notbwendig nicht; denn schwitte /C die AB, so wäre nach dem oben be- 
nannten Salze des Euclides ICE grölser als .B_1F", welches der Vor ausselzung 
entgegen ısl. 

Geselzt mun, es gäbe noch andere, durch C gehende gerade Linien, wie DC, 
welche zwischen CI und CA liegend, also so, dals DEF gröfser als ICF ist, 
die „IP ebenfalls nicht schnitten, so ist wiederum an und für sich klar, dafs auch 
alle andere gerade Linien zwischen DU und /G, z.B. NGC, die AB ebenfalls 
nicht schneiden werden, denn schnitte z. B. NC die AB, so schnitte auch DC, 
der \ Y orausselzung entgegen, die AD nothwendig, eben wie vorhin LÜ nothwen- 
dig AB schnitt, wenn AD von KC getroffen wurde. 

Das Geschnittenwerden und Nichtgeschnittenwerden der Linie 
ADB von geraden Linien, die durch C gehen, kann also, wenn die Winkel, die sie 
mit Ü/" machen, von zwei rechten an, allmälig abnehmen, nicht abwechseln. 


Nım ieh! es aulser Geschnittenwerden und Nichtgeschniltenwerden für die 


Linie „IB kein Drittes. Also muf[s es nolhwendig eine letzte gerade Linie, 
welche durch € geht, geben, welche „SC schneidet, und zugleich mit CF einen 


. 
\ inkel macht, der grölser ist as ZUF=BAF. Diese Linie sa AC. | 
Aber {RK kann ohne Ende verlängert werden, und es ist, wie weit auch X 
von „fliegen mag, unmer noch ein Punet M in AB möglich, der von A noch 
weiter entiernt ıst, und also immer noch eine gerade Linie MC, die ebenfalls 
noch {BD schneidet und, wie Euchd beweiset, mit CF einen Winkel MCF 
macht, I are sta ZJCUF= DBAF. 
Fol otebt es keine letzte gerade Linie, die AB schnitte, und die zu- 
gleich mit € = einen grölseren Winkel machte, als [CF =BAF, und folg- 


lich 
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lich eben so wenig eine erste gerade Linie, die sie nicht schnitte, und die mit 
CF einen Winkel machte, der gröfser ist, as [CF = BAF. 

Folglich schneiden alle durch C gehende gerade Linien, die mit CF einen 
grölseren Winkel machen, als JCF= BAF die AB nothwendig; das heifst: 
jede zwei gerade Linien AB und CD, die von der .E.F so geschnitten werden, 
dafs die beiden inneren, an einerlei Seite liegenden Winkel BAC und DCA 
zusammen kleiner als zwei rechte sind, treffen , genugsam verlängert, nothwendig 
an eben der Seite zusammen; welches der Euclidische Grundsatz ist. 

Ich gebe das Raisonement, wie ich schon erklärt, nicht für einen Beweis, 
sondern theile es nur als eine Zusammensetzung von Schlüssen mit. Es wird dem 
Leser vielleicht Vergnügen machen, dem Raisonement einen Beweis der Unzu- 


länglichkeit entgegen zu setzen. 





15. 
Auflösung einer mechanischen Aufgabe. 
(Von Herrn N. H. Abel.) 





" 
E; sıı BDMA (Fıg. 5. Taf. 2.) eine beliebige Curve. .BC sei horizontal, CA 
vertical. Ein Punct bewege sich, von der Schwerkraft getrieben, die Curve 
BDMA entlang, und habe seine Bewegung von einem beliebigen Puncte D 
angefangen. Die Zeit, in welcher er von D nach dem gegebenen Puncte A gelangt, 
sei 7, die Höhe EA sei a. Alsdann wird r eine gewisse Function von @ sein, die 
von der Gestalt der Curve abhängt. Umgekehrt wird die Gestalt der Curve von 
dieser Function abhängen. Wir wollen untersuchen, wie man mit Hülfe eines 
bestimmten Integrals (intögrale define) die Gleichung der Curve finden 
könne, für welche r eine gegebene stetige Function von & ist. 

Es sa AM=s, AP=«, und I die Zeit, in welcher der bewegte Puncıt 


von D nach WM gelangt. 


\ ds ds 
Nach mechanischen Reseln ist —— =Yl(a—x), also di = — ——— 
” dt v( )» V (a—ır) 
Daraus folgt, wenn man das Integral von =abis x = 0 nımmt: 
0 
ds ee 


.;— 
-— 








— - «+ ’ 
Pa Te 
I. 20 
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B 
wo z.B. durch J bezeichnet wird, dafs die Grenzen des Integrals zu z=a 


und x = f gehören. 
Nun seı 


ve fa 
die gegebene Function, so ist 


a ds 
ap HE 


aus welcher Gleichung s, durch & ausgedrückt, gefunden werden mufs. 





Statt dieser Gleichung wollen wir die allgemeinere 


el Ireeer 


annehmen, und aus derselben s durch & suchen. 





Es bezeichne r (a) die Function 


r (a) =/ dz (log 7, 


F G-1 ß-ı zu r (a) Tr (}) 
JS: UI IT 


wo a und £ beide gröfser sein müssen, als Null. 


so ıst bekanntlich 





Es sı P=1—.n, so findet man 


„1 dG-L 


y""'dy _r(a)r(1—n) 
„(A ya 1—n)’ 
woraus, wenn man z=ay selzt, 
Er 7 2 (a)r(1i—n) en 
„(@—z)" ration) 














folgt. 


da a 
und nehme das Integral von a=0 bis 





Man multiplicire mit 


i-n 


x—a 
a=x: so findet man 
m. f: z2"""dz _r(a)r(i—n) f* a®"da 
= j 1-n 
„(e—a) ) . (a— 2)"  T(a+i—n) „(z=a) 
Setzt man a=xy, so is man 


x ga er a 
vg —ıX u en R - 
r J er r(@+ 1) 


(x _ "ia anne 























’ 


folglich 
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So 
Dr 


da " z2""dz a 


„a—a)"") , (@a— yaror ar“ 


Nun ist, einer bekannten Eigenschaft der Function r zufolge, 
r(a+1)=ar(a); 
also findet man, wenn man substituirt: 











.a ? mil: dz XL 
Er 


=—r(n)r(i—n). 


da 


‚a-2)") a3" 


Man multiplicire mit ae mn va op nach «, so findet man 


“x ; »a . l: zZ 
| uf (Sye.« Be )d =r(n)r(1 —n)/ ya.a"da. 
ee 0 


a—ı) ag 














Man setze 


[ya ‚z da=fz 


Das Differential hiervon ist 


/ ya. a.x "da = fs; 


[ya u. das f’r, 
folglich: 


u l: ” ar 
/ - — de. - =r(n)r(i—n).fe, 
„a—») „(a— 2) 


oder weil, wie bekannt, 


also ıst 








r(n)ri—-n)= 











ey nr’ 
_ sionn f* da a fladz 
1. [= Y Bu 
" A un ‚ws 


Mit Hülfe dieser Gleichung läfst "sich aus Pi Kisichung 


Pa =/ a} -, s leicht finden. 
a3) 

















Man multiplicire nemlich diese Gleichung mit Be he — , und 
T (& _ a) r 
nehme das Integral vona=0bisa= x: so findet man 
sınnn (* ga.da _sın nm ” da ds 
MT (a er Tr BE. ef (a— 2)" 


also, vermöge än ilslhung 6}: 








sın er pada 
BE u I-ı1° 
=” ),(z-a) 
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Man setze nun n =}, so ist 


so e ds 
J VG@-—a) 


BE: * gada 
 t)Yyem) 


Diese Gleichung giebt, wie bekannt, den Bogen s durch die Abscisse ©, und 





und 





folglich ist die Curve nunmehr völlig bestimmt. 
Wir wollen den gefundenen Ausdruck auf einige Beispiele anwenden. 


1. Es seı 


uam ik: or ‚ N ci 
ga=aa ’+a,a o.ä .+a.a = 2 (ua )J, 
so ıst ın diesem Falle der Werth von s 


=/ eg u: ef en 


Setzt man nun a=.xy, so ıst 
,1 
®  atda +4 RR: ydy „ats r(u+1)r(3) 











‚v(a-a) 7 Jva-p ” rar) 
eG), ar(ut1) 44 
(ut) ” ° 


r(,)= 
x At, Lu . L + { #1 
saf Io n (Mo H1) „Mo ae 3, B? +a (im Eu 
Bi 


’ 


also 





oder, weil 








u ta, sa w - 
’r(u,+2) 7a, +3)" Tu, 3) 


Wenn man z.B. nm=0, “,=0, das heilst, die gesuchte Curve isochron 





annımmt, so findet man 


VO Bern VE)" 


und s = — Y x ist bekanntlich die Gleichung d der Gy cloide. 
7 





I. Es scı 


gavna=0 bıa 2; gleich p,a 


job) 


gavona=a biıa ‚» gleich 9,a, 


gavma=a bisa=a,, gleich y,a, 


[ a \ on a zu 4 bis a un Amy gleich P m? . 


so ıst 
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x 
Q .ada 
ns= 2 ‚ zwischen =0 unda=a 
Y(a—a) 
0 
a. ma. ea, .da ’ 
3 Fo "gi ‚zwischen z=a, undxz=a, 
Vet) Joa 
a.da a.da a.da 
ns=l —e e? + I: zwischen =a, und. ce =a, 
‚va rn av (a —.r) „Y(a—x)' 
“"owma.da “" p,a.da a A Y Er * ga.da 
=) Tat), va” va=9' 
« ne _2 7a en jr oJ am-ıV (a—.v) 
zwischen & = ke und @=a,, 
wobei zu bemerken, dafs die Functionen pa, Pa, PA rrr..... ga von der 





Art sein müssen, dafs 


2 (a,) u zZ (a,)» pP, (a,) u ;" (a,), pP, (a,) == pP, (a,), U. S. W. 


st; denn die Function pa muls nothwendig stetig sein. 





TEREBNEIEERERIERITENM DE 


16. 


Theorie der Hebelwage von Quinlenz. 








I Bulletin de la socielE dencouragement Nr. CCXXAIT. ist die von A. 
Quintenz in Strasburg, im Jahr 1821 erfundene Hebelwage (Balance ü bas- 
cules porlatiees) von Francocur beschrieben. Die sinnreiche Anordnung die 
ser Wage verdient hier eine nähere Auseinandersetzung. 

An einem W agebalken BD (Fig. 6. Taf. 2 .), welcher im Punkt 4 unter- 
stützt und um denselben beweglich ist, befindet sich in .B eine Wageschale, auf 
welche die Gewichte zum Abwiegen der East gelegt werden. In C und D sind 
Stangen CM und DR angebracht, welche um C und D beweglich sind. Mit 
diesen Stangen sind zwei andre MN und RE dergestalt verbunden, dafs die 


Stange RE in E eine Unterstützung erhält, um welche sich ER frei herumdre- 


hen kann. Auf ER, in F, ist die Stange IN angebracht und in N mit der Stange 

MN verbunden. Auch sind in WM, A und N Gelenke angebracht. 
Vorausgesetzt, dals für das Gleichgewicht die Stangen BD, MN, RE wa 

gerecht und CM, DR, N F lothrecht stehen, und auf die Stange MN, unter 


welcher man sich auch eine wagerechte Tafel vorstellen kann, eine Last Q ge- 
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setzt werde, mit welcher das Gegengewicht P in der Wageschale bei B im Gleich- 
gewichte ist, so setze man die Abstände AC=a, AD=b, AB=c, EF=u, 
ER=5, MO=m und ON=n. Werden nun die angebrachten Stangen 
nebst dem Wagebalken als mathematische Hebel angesehen, und man setzt den 
Druck von O au M=M, auf N=N und den Druck von N auf R=R, so 
erhält man für das Gleichgewicht zwischen P und Q, 


) 
N= au Q und M= nG 
nt n n-tn 


4 rn ] r a\ ]: f a — & = fi . 
Ferner werde vorausgesetzt, dals ae 3 seı, so findet man, weil der Druck 


auffF=MN ıst, 





_ a, ___ am 
P ; = b ‚I= h (mn) 


Am Hebel BD ist der Druck auf B=P, auf C=M und auf D=R, daher 
cP=aM+bhR, oder 








and bamO n-+tn 
PP = -—. = a — VO, oder 
mtn b(m-+n) mt n 


cP=aß(), für das Gleichgewicht zwischen P und ©. 
Weil die WVerthe zn und n aus der Gleichung wegfallen, so folgt hierans, 
dafs es gleichgültig ist, auf welchen Punct des Hebels MN die Last Q gesetzt 
werde, weil das Gleichgewicht dennoch nicht aufgehoben wird. Auch kann 


. No 7. da K 
man AD=Ö und EhR= ? willkürlich annehmen, wenn nur - = - unyer- 


ändert bleibt. 
Wird das Gleichgewicht aufgehoben, so dafs P steigt und Q sinkt, so wer- 
den, wenn diese Senkung nicht beträchtlich ist, die Puncte M und R eben so 


tief sinken, als C und D. Nun sinke M um die Tiefe t, so ist die Senkung von 


al at at 3 . 
R= —-, und wenn R um — sinkt, so muls F auf die Tiefe T: = t sinken, 
7 ) J A 


oder es sinkt F, also auch N, auf die Tiefe £. Eben so viel sinkt M, daher bleibt 
MN wagerecht, wenn die Last O nicht beträchtlich sinkt. 

Die beschriebene Hebelwage hat daher die Eigenschaft, dafs es gleichgültig 
ist, auf welchen Punct von MN die Last Q für das Gleichgewicht gesetzt werde, 
und dafs IN beı einer geringen Senkung dieser Last wagerecht bleibt. 

a 


Gewöhnlich nımmt man Fug 5: dies giebt P = 5; ©. 


E. 
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17. 


Beweis eines Ausdruckes, von welchem die Binomial- 
Formel ein einzelner Fall ist. 








(Von Herrn N. H. Abel.) 





Der Ausdruck ıst folgender: 


n.n—1 








(c+a) =x" +74. (+) + a Yale (a —2P)(c+2P)""...... 
en (n— u-+1) a BE 
hei Syctzieihegfhe pr u A ni 


n n—2 pıne1 
+7 a(a— (n—1)) (+(n—1)ß)+a (a—nß) . 
x,a und £ sind beliebige Gröfsen, z ist eine ganze positive Zahl. 


Wenn n= 0: so giebt der Ausdruck 
(to) =a); 
wie gehörig, Nun kann man, wie folgt, beweisen, dafs der Ausdruck, wenn er 
für n= m Statt findet, auch fürn = m + 1, also allgemein, gilt. 


Es seı 


(«+a)" =a" + —u(@ +", + 


m.m—1 


2 a a—2P)(x+2P)"" EN 





+ Fa (a (m+1)B)""(c+ m—1)6) + aa mi)" 


Man multiplicire mit (m + 1) dx und integrire, so findet man: 

m+ 1)m mi 

( z a(a—2P)(x+2P)  ...-- 

m-+ 1 
5 


_ 


“u m-+ 1 
Hi 








(+0) =.a (at) + 





ala — mß)" (@-+mP)+(, 


wo C die willkürliche Constante ist. Um ıhren Werth zu finden, seı 
a=(m+1)ß),; 


so geben die beiden letzten Gleichungen: 
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BR ım m „m m „m- m m- 

(+-(m+1) 5) =(- "| m+1" 3" -m"a"" + (m-1)"""ula—2ß) B""' 
m.m—i F- m-2 „m? 

a war a(a—3ß)’(m—2) PT. 


myi1 m m m m m 
(«— (m+ 1) 2) — (—1) ” (m +1) HB  _(m-+1)m 096) 


(m + 1)m 


—— (m — 1)" a(a— 22)" .. .]+ C. 


Multiplieirt man die erste Gleichung mit (mn +1), und thut das Product 





zur zweiten, so findet man: 
m+ 2 „m 
= (« — (n-+ 1)3) e‘ (m-+ 1)? (a — (n+ 1)£) ‚ oder 
Ca (« — (m+ 1)P)- 


Daraus folgt, dafs der zu bewei isende Ausdruck auch für n= m + 1 Statt 
findet. Er gilt aber für z = 0; also gilt er auch für n= 0, 1, 2, 3 etc., das 
heilst: für jeder beliebigen sanzzahligen und positiven Werth von nz. 

Setzt man $# = 0, so bekommt man die Binominal- Formel. 

Setztman «= — x, so findet man: 


. RU .RE Inn. 


n 


0=x 7 a(2+P) 


n.(n — 1) nal RER ER 
BR „© 5 a(2+3P) u 


oder, wenn man mit » dividırt, 





x(2+2P)"" 


) 
- 











n- n n-1 n.n—1 rn 
b=w Br (= +Pß) 5 (2 +2P) 
u f a. 2 
1 a De 9)" ER 
J 


wie anch sonst schon a ist; denn das zweite Glied dieser Gleichung ist 


nichts anderes, als 


1) N (2"'), 


wenn man die constante Differenz gleich ß setzt. 
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18. 


Einige geometrische Betrachtungen. 
(Von Jlerrn Steiner. ) 





Di in den nachstehenden Paragraphen angefangenen Betrachtungen enthalten 
die Grundlage der geometrischen Untersuchung über das Schneiden der 
Kreise. Es lassen sich daraus die Auflösungen fast aller Aufgaben über das 
Schneiden und Berühren der Kreise entwickeln, nd zwar in den meisten Fällen 
schr einfach, auch wird durch sie oft zwischen mehreren Aufgaben, welche auf 
den ersten Anblick keine Gemeinschaft zu haben scheinen, ein gewisser Zusarmn- 
menhang sichtbar. Zwei andere, eben so erfolgreiche Gegenstände, besonders in 
Bezug auf die Curven und Flächen zweiten Grades, und in Bezug auf die sogenannı- 
ten Porismen, und die meisten Sätze, welche man gewöhnlich durch die Theorie 
der Transversalen zu beweisen pflegt, sind die harmonische Proportion und 
die perspectivische Projection. 

Vor etwa drei Jahren sah sich der Verfasser dieser Abhandlung, zufälliger 
Weise, zur Beschäftigung mit der Aufgabe: 1) einen Kreis zu beschreiben, wel- 
cher drei andere, gegebene Kreise berührt; 2) mit der Malfattischen Aufgabe 
(14): so wie 3) mit dem XV. Theorem im IV. Buch der Collect. mathem. von 
Pappus; und 4) mit verschiedenen Porismen und der rein geometrischen Be- 
trachtung der Curven und Flächen zweiten Grades, angeregt. Den Pappischen 
Satz kannte er nur ohne Beweis; eben so die Malfatlische Aufgabe; von der er- 
sten (1) jedoch die Vieta'sche geometrische Lösung. 

Der Verfasser pflegt in der Regel nicht eher über eine Aufgabe oder über 
einen Gegenstand weiter nachzulesen, bevor er nicht selbst eine Auflösung oder 
Sätze darüber gefunden hat, um alsdann seine Resultate mit den schon vor- 
handenen zu vergleichen. 

Dieses fand auch bei den eben genannten Gegenständen Statt; das Bestreben 
des Verfassers war, z. B. bei den Auflösungen der verschiedenen Aufgaben über 


Berührung der Kreise, den ihnen zum Grunde liegenden gemeinschaftlichen Z ur 


sammenhang zu finden. 

Den Satz (2), „dafs der Ort der gleichen Tangenten zweier gegebenen Kreise 
eine grade Linie sei,” hatte der Verfasser schon bei einer frühern geometrischen 
Untersuchung gefunden. Die Bedeutung der Aehnlichkeitspuncte (7) und 

I. 21 
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der gemeinschaftlichen Potenz (11) zweier Kreise, wovon schon bei Pappus 
und Vieta sich Spuren finden, lernte er durch ihre, von ihm gefundene vielseitige 
Anwendbarkeit erkennen. Mittelst der Anwendung dieser drei Sätze offenbarte 
sich ihm nun der gesuchte Zusammenhang der verschiedenen Aufgaben über 
Berührung der Kreise, welche er sich vorgelegt hatte, nebst einer Menge damit 
in Verbindung stehender Sätze. 

Als nun der Verfasser seinen Gegenstand einigermafsen erschöpft zu haben 
glaubte, sah er sich auch nach Demjenigen um, was Andere gethan. Er sah, dafs 
die Franzosen nicht nur einen grolsen Theil der von ihm gelöseten Sätze und Auf- 
gaben schon besitzen, sondern auch bei den Beweisen und Auflösungen sich fast 
allenthalben derselben Mittel bedient haben, wie er. In Hinsicht der Anwendung 
der harmonishen Proportion und der perspectivischen Projection auf eine grolse 
Menge geometrischer Gegenstände (besonders auf die Curven und Flächen zwei- 
ten Grades, die Porismen u. s. w.) fand er besonders bei Poncelet ( Traite des 
proprietds projecties des figures*), sowohl viele seiner Sätze, als auch denselben 
Gang der Betrachtung. 

Für die Versicherung, dals der Verfasser Dasjenige, was die Franzosen ın 
dieser Hinsicht gethan, vorher nicht gekannt habe, hofft er, werden nicht allein 
diejenigen seiner Bekannten, welche, bei täglichem Umgange mit ihm, die Ent- 
stehung und Entwickelung seiner Arbeiten beobachteten, sondern dem Sach- 
kenner wird auch schon die umfassendere, allgemeinere Entwicklungsweise in 
den Untersuchungen, aus welcher nicht nur alle jene Betrachtungen, sondern 
auch eine grolse Menge neuer Resultate von selbst hervorgehen, ein Zeugnils 
ablegen. So hat er z. B. die Untersuchungen über Kreise und Kugeln auf die 
Weise verallgemeinert, dafs die Winkel, unter welchen dieselben sich schnei- 
den, betrachtet werden, so dafs die Berührung nur als ein spezieller Fall des 
Schneidens anzusehen ist, nemlich der, wo der Schneidungswinkel — 0 oder 
—= 180° ist. Und zwar löset er durchHülfe der in den nachstehenden Paragraphen 
(I. 1. III.) entwickelten Lehrsätze nicht allein alle die verschiedenen (Apolloni- 
schen) Aufgaben über Berührung der Kreise und der graden Linien etc., sondern 
noch weit mehr Aufgaben über das Schneiden der Kreise; wie z. B. folgende: 

„Einen Kreis zu beschreiben, welcher drei der Grölse und Lage nach ge- 
gebene Kreise K,K,K, respective unter den gegebenen Winkeln a, ,a,, a, 


schneidet. ? 





*) Man sche S. 96. des I. Hefts dieses Journals. 
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„Einen Kreis zu beschreiben, welcher vier, der Gröfse und Lage nach gege- 
bene Kreise unter einerlei Winkel schneidet.” U. s. w. 

Und zwar werden alle diese Aufgaben ebensowohl bei Kreisen, die in einer- 
lei Ebene, als bei Kreisen, die in einerlei Kugelfläche liegen, gelöset. Ferner 
werden analoge Aufgaben bei Kugeln im Raume gelöset, als z. B.: 

„Eine Kugel zu beschreiben, welche vier, der Grölse und Lage nach gegebene 
Kugeln K, K,K,K, respective unter den gegebenen Winkeln « ,a,a,«, 
schneidet.” 

„Eine Kugel zu beschreiben, welche fünf der Gröfse und Lage nach gegebene 
Kugeln unter einerlei Winkel schneidet.” U. s. w. 

Nach dem frühern Plane des Verfassers sollten seine geometrischen Unter- 
suchungen ein zusammenhängendes Werk ausmachen; allein bei der Ausarbeitung 
fand sich, dals es zu ausgedehnt werden würde; andererseits war es ihm bis jetzt 
noch nicht möglich, seinen Untersuchungen ein bestimmtes Ziel zu setzen, weil 
sich dieselben noch täglıch erweitern und auf nene Gegenstände anwenden lassen, 
so dals bestimmte Schranken der freien Entwickelung des Gegenstandes nur nach- 
theilig sein würden. Der Verfasser wird daher erst einen Theil davon, welcher 

„Das Schneiden (mit Einschluls der Berührung) der Kreise in der Ebene, 

das Scheiden der Kugeln im Raume, und das Schneiden der Kreise auf der 

Kugelfläche” 
enthalten soll, welche Untersuchungen schon vor zwei Jahren beendet waren, und 
deren Ausarbeitung zum Drucke gegenwärtig beinahe vollendet ist, in einem Bande 
von etwa 25 bis 30 Bogen, herausgeben, und wenn dieser erste Theil einige Theil- 


nahme findet, die übrigen Untersuchungen nachfolgen lassen. 





$. I. Von der Potenz bei Kreisen, die in einerlei Ebene liegen. 


4. 
Wenn die geraden Linien Mm und PG (Fig. 8.) aufeinander senkrecht 
stehen: so ist für jeden beliebigen Punct P des Perpendikels PG, wenn man 


die Puncte m, M als gegeben betrachtet: 
MP’ — mP’ = MG’ — mG‘, 


das heifst: 
„Der Unterschied der Quadrate der Abstände aller Puncte P der Senkrech- 
ten PG von zwei gegebenen Puncten M, m ist eine unveränderliche Grölse, 
21” 
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nemlich gleich dem Unterschiede der Quadrate der Abstände MG, mG& der 
Senkrechten /@G von den gegebenen Puncten M, m.” Hieraus folgt: 

„Dals der geometrische Ort eines Pumets P, für welchen der Unterschied 
der Quadrate seiner Abstände von zwei gegebenen Puncten M, m gleich ist einer 
gegebenen Grölse u”, eine gerade Linie /G ist, welche auf derjenigen (Mm), 
die die gegebenen Puncte verbindet, senkrecht steht.” 

Bezeichnet man den Abstand der gegebenen Puncte Mrn von einander 
durch a: so ıst 

MG +-mG=a und MG’—-mG’ =u. 


Daraus folgt : 





2 2 2 2 
a + u a —Uu 
MG =-——— und mG= —, 
2a 2a 


Y 


dd © 


In den Lehrbüchern der Geometrie findet man folgenden Satz bewiesen: 

„Werden aus einem, in der Ebene eines Kreises M, (Fig. 9.) willkürlich 
angenommenen Puncte P, gerade Lnien PAB, PCD.......gezogen, die 
den Kreis schneiden: so ist das Product (Rechteck) aus den Abständen des Puncts 
von den Durchschnittspuncten der schneidenden Linien eine beständige Grölse; 
d.h. es ıst 

PAx PB PC PDBa..:...... 

Dieses Product, für einen bestimmten Punct, in Bezug auf einen gegebenen 
Kreis, soll 

„Potenz des Puncts ın Bezug auf denKreis,” 
oder auch umgekehrt: 

„Potenz des Kreisesin Bezug auf den Punct *)” heifsen. 

Ferner wollen wir sagen: Die Potenz eines Puncts, in Bezug auf einen 
Kreis, sei äulserlich oder innerlich, je nachdem der Punct aufserhalb oder 
innerhalb des Kreises liegt. 

Liegt der Punct P aulserhalb des Kreises M,, (Fig. 9.): so ist seine Potenz 
gleich dem Quadrat der, aus ilım an den Kreis gelegten, Tangente PT. Die 
Potenz eines innerhalb des Kreises M liegenden Puncts O (Fig. 10.) ist gleich 
dem Quadrat der halben kleinsten Sehne OC, durch den gegebenen Punct. 
Bezeichnet man den Halbmesser MT, MC des Kreises M (Fig. 9, 10.) durch 





*) Die Alten nannten den constanten Inhalt des zwischen der Hyperbel und ihren 
Asymptoten beschriebenen Parallelogramms, „Potenz der Hyperbel.” 
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It, so ist, vermöge der rechtwinkligen Dreiecke MT P, MOC, die Potenz des 
aulserhalb des Kreises liegenden Puncts P, 

PT’=PM—R, 
und die Potenz des innerhalb des Kreises liegenden Pımcts Q, 

OU=R’— MO. 

Hieraus folgt, dafs Puncte, welche gleich weit vom Mittelpunct eines Krei- 
ses entfernt sind, in Bezug auf ihn gleiche Potenzen haben. Fällt ein Punct in 
die Peripherie eines Kreises, so ist seine Potenz = 0; und umgekehrt, jeder 
Punct, dessen Potenz in Bezug auf einen gegebenen Kreis = 0 ist, liegt in der 


Peripherie des Kreises. 


3. 

Wenn M, m (Fig. 8.) die Mittelpuncte zweier Kreise M, m sind, deren 
Radıen durch R,r bezeichnet werden mögen, und P ist ein Punct, welcher zu 
beiden Kreisen gleiche und gleichartige, d.h. in Bezug auf beide Kreise zugleich, 
äulserliche oder zugleich innerliche Potenzen hat, so ist entweder (2): 

a) MPP— M=mP’— 
oder 

b)) R®—- MP’= r— mP‘*. 
Aus Beidem folgt: 

MP’— mP’=R’— r, 
d. h.: „Der Unterschied der Quadrate der Abstände des Puncts P ist unter der 
vorausgesetzten Bedingung eine unveränderliche Grölse (R’—r”), nemlich gleich 
dem Unterschied der Quadrate der Radien der gegebenen Kreise M, m.’ 
Hieraus folgt nach (1.): 

„Dafs der Ort eines Puncts P, welcher zu zwei gegebenen Kreisen M, m 
gleichartige und gleiche Potenz hat, eine gerade Linie PG ist, welche auf der 
Axe Mm der Kreise senkrecht steht.” 

Wegen dieser Eigenschaft der geraden Lime PG soll dieselbe fortan: 

„Linie der gleichen Potenzen der Kreise M, m” heifsen. 

Aus dem Obigen folgt noch als Zusätze: 
„Dafs Erstlich die gemeinschaftliche Schne zweier Kreise, und 
„Zweitens die Linie, welche zwei Kreise in einem und demselben Punct 


berührt, zugleich die Linie ihrer gleiehen Potenzen ist.” 
Da nach (2.) die Potenz eines aufserhalb des Kreises liegenden Puncts 


gleich ist dem Quadrat der Tangente, aus dem Punete an den Kreis, so folgt 


ferner: 
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„Dafs der geometrische Ort eines Puncts P, aus welchem die Tangenten 
an zwei gegebene Kreise M, m einander gleich sind, eine auf der Axe Mm der 
Kreise senkrecht stehende gerade Linie PG ıst.” 

Beschreibt man mit einer der vier Tangenten, aus dem Punct P an die bei- 
den gegebenen Kreise einen Kreis P, so schneidet derselbe die beiden gegebe- 
nen Kreise rechtwinklig, und es folgt ferner: 

„Dals der geometrische Ort des Mittelpuncts P eines Kreises P, welcher 
zwei gegebene Kreise MM, zn rechtwinklig schneidet, eine gerade Linie PG ist, 


welche auf der Axe Mn der gegebenen Kreise senkrecht steht.” 


I 


4. 

Es seien M ,M , M, (Fig. 11.) die Mittelpuncte dreier, der Gröfse und Lage 
nach gegebenen Kreise M,, M,,M,. Zu je zwei der gegebenen Kreise gehört 
nach (3.) eine Linie der gleichen Potenzen. Wir wollen diese drei Linien, mit- 
telst der den Kreisen zukommenden Zahlen, und zwar durch /(12), /(13), /(23) 
bezeichnen, d. h. /(12) bezeichnet die Linie der gleichen Potenzen der beiden 
gegebenen Kreise M ,M ,, u. s. w. 

Derjenige Punct, in welchem sich z. B. die beiden Linien 2(12), /(13) 
schneiden, und welchen wir durch p (123) bezeichnen wollen, hat, vermöge der 
ersten Linie /(12), zu den beiden Kreisen M,, M,, und vermöge der andern 
Linie /(13), zu den beiden Kreisen M,, M, gleiche Potenzen; mithin hat er zu 
allen drei gegebenen Kreisen M ,M,,M, gleiche Potenzen, und folglich geht 
auch die dritte Linie /(23) durch den genannten Punct p(123). Daraus folgt 
nachstehender Satz: 

„Die drei Linien der gleichen Potenzen, welche zu drei gegebenen Kreisen, 
paarweise genommen, gehören, schneiden einander in einem und demselben 
Punct p (123). Wir wollen diesen Punct p (123) hinfort 

„Punct der gleichen Potenzen der drei Kreise M ,M „MM, nennen. 

Liegt der Punct p (123) aufserhalb der drei gegebenen Kreise M,, M,, M,, 

so folgt aus (3.), dals die aus ihm an die Kreise gelegten Tangenten einander 


gleich sind, und dals er in diesem Fall der Mittelpunct eines Kreises ist, welcher 


die drei gegebenen Kreise rechtwinklig schneidet. 

Da nach (3.) die gemeinschaftliche Sehne zweier Kreise zugleich die Linie 
der gleichen Potenzen derselben ist, so folgt ferner: 

„Dals wenn drei beliebige Kreise M ,M,M, (Fig. 12.) einander schneiden, 
dals dann die drei Sehnen AB, CD, EF, welche dieselben paarweise mit ein- 
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ander gemein haben, sich in einem und demselben Puncte p (123), nemlich im 
Puncte der gleichen Potenzen der drei Kreise schneiden.“ Und: 

„dals wenn drei beliebige Kreise einander berühren, dafs alsdann die, ın 
den drei Berührungspuncten an die Kreise gelegten Tangenten, in einem und 
demselben Punct zusammentreffen.” 

Hieraus folgen ferner nachstehende Sätze: 

„Werden zwei, der Grölse und Lage nach gegebene Kreise M ,M, (Fig. 13.) 
von irgend einem willkürlichen Kreise M, geschnitten, so ist der geometrische 
Ort des Durchschnittspuncts P der beiden Sehnen EF, CD, welche der letz- 
tere Kreis mit jenen beiden gemein hat, eine gerade Linie, welche auf der Axe 
M, M, der gegebenen Kreise senkrecht steht.” 

Nemlich der Ort des genannten Durchschnittspuncts P ist die Linie der 
gleichen Potenzen /(12) der beiden gegebenen Kreise. Man sieht leicht, wie 
sich hieraus die Linie der gleichen Potenzen /(12) zweier gegebenen Kreise 
M, , 4, finden lälst. Ferner: 

„Werden zwei der Lage und Grölse nach gegebene Kreise M,,M,, (Fig. 14.) 
von irgend einem willkürlichen Kreise M, berührt, und man legt in den beiden 
Berührungspuncten A, B Tangenten AP, BP an die Kreise: so ist der geome- 
trische Ort des Durchschnittspuncts / der beiden Tangenten, eine auf der Axe 
M, M, der gegebenen Kreise senkrecht stehende grade Linie PG, nemlich die 
Linie der gleichen Potenzen /(14) der beiden gegebenen Kreise M,, M,.” 

Durch Umkehrung dieses letzten Satzes folgen nachstehende Sätze: 

„Legt man aus einem, in der Linie der gleichen Potenzen (P G.) zweier 
gegebenen Kreise M ,M,, (Fig. 14.) willkürlich angenommenen Puncte P, an jeden 
Kreis eine Tangente: so berühren diese Tangenten die Kreise in zwei Puncten, 
in welchen sie auch von einem bestimmten Kreise berührt werden können.” Legt 
man also aus dem Puncte P die vier Tangenten PA, PB, PC, PD, welche 
die beiden gegebenen Kreise M , M, ın den Puncten A, P, C, D berühren: 
so können die Kreise M,,M, von einem bestimmten Kreise (M) in den Puncten 
A, B, von einem andern Kreise in den Puncten C, D, von einem dritten Kreise 
in den Puncten A, C, und endlich von einen vierten Kreise in den Puncten 3, D 
berührt werden. Oder was dasselbe ist: 

„Jeder Kreis P (z. B. ABC D), welcher zwei gegebene Kreise 7 , M,, recht- 


winklich schneidet, schneidet sie in vier solchen Puncten A, B,C, D in welchen 


dieselben von vier bestimmten Kreisen berührt werden können; d.h. jeder der vier 


Kreise berührt die gegebenen in zweı der genannten vier Durchschnittspuncte. ” 
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er 


Stellt man sich alle möglichen Kreise, P,P,P,:.:..... vor, von denen 
jeder zwei gegebene Kreise M, , M, (Fig. 15.) rechtwinklich schneidet: so folgt 
nach (3), dals jede zwei derselben die Axe M ,M,, der letztern zur Linie der glei- 
chen Potenzen haben, und folglich haben alle Kreise ae, P, ' ERANODEEE 7 
sammen die Axe 7, M, zur Linie der gleichen Potenzen. Das heilst (3): der 
geometrische Ort a Mittelpunctes eines Kreises (M , M,, M,........ , 
welcher alle Kreise pP ‚P,, P,:-....... rechtwinklig schneidet, ist die Axe 


3 
M, M, der gegebenen Kreise M; M... 

Die beiden Gruppen von Kreisen P ,P,P,.....und M,M,„M,..... 
stehen demnach ın einer solchen gegenseitigen Be BR dafs jeder Kreis der 
einen Schaar, jeden Kreis der shi Schaar rechtwinklig schneidet, und dafs 
also die Kreise der einen Schaar die Axe der andern zur Linie der gleichen Poten- 
zen haben. 

Da die Kreise P,P,,P,..... die Axe M_ ,M,, M,...,.zur Linie der 
gleichen Potenzen haben, so folgt, dafs wenn irgend zwei derselben einander 
schneiden, dals dann alle zusammen einander in denselben zwei Puncten A, B 
schneiden, und dals ihre gemeinschaftliche Sehne AB die genannte Axe 
M ,M,„M,....ist. Wenn aber die Kreise der einen Schaar P,P,, P, 
einander schneiden, so kann von denKreisen der andern Schaar BEBEBR N. 


keiner den and 


ern schneiden. Also: 

ie Be, ., von denen jeder, zwei gegebene aufser 
oder ineinander liegende Kreise M , M, oder M_ ,M, rechtwinklig schneidet: 
schneiden sich ın zwei bestimmten Puncten A, D.’ Und: 

„Von allen Kreisen M ,M, M,.... welche zwei gege bene, sich schneidende 
Kreise P ,P, rechtwinklig sc has den: u keiner den andern schneiden. ” 


Da ich nach (4) die Sehnen, welche der Kreis M, mit irgend zwei Kreisen 


derScaae P,P,P,:.«. gernein - mit der Axe M/ M, (als Linie der glei- 
chen Potenzen der RER Kreise P , ...) in einem Punct schneiden: so folgt, 
dafs sich alle Sehnen, DC, EF......, Pe der Kreis M, mit den Kreisen 
Bitumen einzeln gemein hat, in einem bestimmten Punct M der 
Axe M, M, schneiden. Aus gleichen Gründen folgt, dafs sich alle Schnen 
DC, HT,...., welche der Kreis P, mit den Kreisen M, , M,„M,...., einzeln 


genommen, gemein hat, in einem bestimmten Punct P der Axe P, P, schnei- 
den. Bemerkt man noch, dals, da die Kreise P ,P,,P,...... den Kreis M, 
rechtwinklig schneiden, die nach den Burchschrüttspunieten gezogenen Tadien 


PC 
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P,6, P,D,P,E,....den Kreis M, berühren; und dafs eben so die Radien 
M, C,M,D; MH,....den Kreis P, berühren: so folgen aus dem Obigen 
nachstehende bekannte Sätze: 

„Legt man aus beliebigen Puncten ae 3 (Fig. 16.) einer gegebenen 
graden Linie M,M,, welche eimen gegebenen Kreis m schneidet, Tangenten 
an diesen Kreis: so gehen die Sehnen ED, EF..... ‚ welche die Berührungs 
ptincte der zusammen gehörigen Tangenten verbinden, durch einen und densel- 
ben aufserhalb des Kreises liegenden Punct P.” Und: 

„Legt man aus beliebigen Puncten P,, P, .... (Fig. 17.) einer geraden Linie 
P P,, aus jedem zwei Tangenten an einen gegebenen Kreis M,, welcher die 
genannte Linie nicht schneidet: so gehen die Sehnen CD, EF. . . ., welche die 
Berührungspuncte der zusammen gehörigen Tangenten verbinden, durch einen 
bestimmten, innerhalb des Kreises liegenden Punct M.” 

Und umgekehrt: 

„Zieht man aus einem ın der Ebene eines gegebenen Kreises (P, Fig. 16. 
oder M, Fig. 17.) beliebig angenommenen Punct P oder M eine willkürliche oe- 
rade Linie (PDC oder UM D), die den Kreis schneidet, und legt in den Durch- 
schnittspuncten (C, D) Tangenten an den Kreis: so ist der geometrische Ort des 
Durchschnittspunets (M, oder P,) dieser beiden Tangenten, eine gerade Linie 
(M, ARE oder P P,....), welche auf dem, durch den angenommenen 
Punct (P oder M') gehenden Durchmesser ( PP, oder MM) senkrecht steht.” 

Die gegenseitige Lage und Bestimmung des angenommenen Puncts P oder 
M und der Ortslinie M, M, oder P,P,, in Bezug auf den gegebenen Kreis (P 
oder M ) istleicht zu schen. Nemlich die aus den gegebenen Punct P, (Fig. 16.), 
an den gegebenen Kreis P, gelegten Tangenten PA, PB berühren den Kreis 
nothwendig ın denjenigen Puncten A, BD, in welchen er von der Ortslinie M,M, 
geschnitten wird, u. s. w. 

Bekanntlich finden diese Sätze auf ähnliche Weise bei jeder Curve zweiten 


Grades Statt. Auch finden analoge Sätze bei allen Flächen zweiten Grades Statt. 


$, II. Von den Achnlichkeitspuncten und Achnlichkeitslinien bei Kreisen, die in einerlei 
Ebene liegen. 


6. 


Sind irgend drei Puncte M, m, A, (Fig. 18.), die in einer geraden Linie 
liegen, gegeben, und man zieht durch den Punct 4 eine willkürliche gerade 


I. 


Yı 


Aa de 
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Linie An, und aus den Puncten M, m zwei beliebige Parallelen MN, mn 
nach jener Linie An NV, so ist: 
MN:mn=MA:mA. 

„Zieht man umgekehrt aus den Puncten M, m irgend zwei Parallelen MN , 
mn,, von der Grölse, dals MN, : mn, = MA: mA: so liegen ihre End- 
puncte N, n, mit dem Puncte A ın einer geraden Linie.” 

Aehnliches findet Statt, wenn man statt des Puncts Ä einen Punct / nimmt, 
welcher zwischen den beiden Puncten M, m (Fig. 19.) liegt; nur hegen dann 
die Parallelen MN, mn oder MN, mn, auf verschiedenen Seiten der ge- 


gebenen graden Linie M Im. 
je 
] 


Beschreibt man um die gegebenen Puncte M, m (Fig. 18, 19.), mit zwei 
bestimmten Halbmessern MV, mn zwei Kreise M, mm: so folgen aus (6.) unmit- 
telbar nachstehende Sätze: 

„In zwei beliebigen Kreisen M, m, (Fig. 18.), liegen die Endpuncte N, r 
zweier beliebigen parallelen Radien MN, mn, die sich an einerlei Seite der 
Axe Min befinden, mit einem und demselben bestimmten Punct A in einer gera- 
den Linie.” Und: 

„In zwei beliebigen Kreisen M, m (Fig. 19.), liegen die Endpuncte N, n 
zweier beliebigen parallelen Radien MN, mn, welche sich auf entgegengesetz- 
ten Seiten der Axe befinden, mit einem und demselben bestimmten Punct J in 
gerader Linie.” Ferner: 

„Zieht man nach irgend einer geraden Linie An, N, oder N, In, (Fig.20.), 
welche durch einen jener bestimmten Puncte A oder / geht, aus den Mittelpunc- 
ten M, ın zwei beliebige Parallelen MN , mn, : so verhalten sich dieselben wie 
die Radien der Kreise, d. h.: es ist MV, : mn, = MN: mn.” Und umgekehrt: 

„Zieht man aus den Mittelpuncten Mm der gegebenen Kreise zwei belie- 
bige Parallelen MN, mn,, welche sich verhalten wie die Radien der Kreise: 
so liegen die Endpuncte M_ ,n, derselben entweder mit ] oder mit / in gerader 
Linie, je nachdeın die Parallelen auf einerlei oder auf verschiedenen Seiten der 
Axe Mm gezogen sind.” 

Die beiden Puncte A,TJ, welche zu zwei gegebenen Kreisen M, m gehö- 
ren, wollen wir 


„Aehnlichkeitspuncte der beiden Kreise M, m” nennen, 


und zwar „1 äuflsern und Z innern Aehnlichkeitspunet. Ferner soll jede 
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solche gerade Linie An, N , n IN , welche durch einen der beiden Achnlich- 
keitspuncte A oder J geht: 

„Aehnlichkeitslinie der beiden Kreise M, m,” 
und zwar ebenfalls „äufsere oder innere” heifsen, je nachdem sie durch den 
äulseren oder inneren Aehnlichkeitspunct geht. 

Bezeichnet man die Radien MN, mn der Kreise M, m durch Ri, r: so hat man 
nach (6) für die Lage der beiden Achnlichkeitspuncte A, J folgende Gleichungen: 
A:r= MA:mA = MI:mI. 

Hieraus folgt, dafs wenn z.B. R= MA, dafs alsdann zugleich r= mA 
ist, und folglich die beiden Kreise einander in dem Punct A innerlich berühren; 
oder wenn R= MI ıst, dafs dann zugleich auch r= m/J ıst, und dafs die 
gegebenen Kreise einander nothwendig in dem Punct Z äufserlich berühren. 
Durch Umkehrung folgt: 

„Dals wenn zwei beliebige Kreise 7, zn einander äufserlich berühren: so 
ist der Berührungspunct zugleich ihr innerer Aechnlichkeitspunet (7).” Und: 

„Vvenn zweı beliebige Kreise (M, in) einander innerlich berühren: so ist 
der Berührungspunet zugleich ıhr äufserer Achnlichkeitspunct (A). 

Da die Endpuncte paralleler Radien der beiden Kreise M, m mit einem der 
beiden Achnlichkeitspuncte .4 oder / in gerader Linie begen: so folgt ferner, durch 
Umkehrung, dafs jede gerade Linie, welche durch einen der beiden Achnlichkeits- 
puncte geht und den einen Kreis schneidet, nothwendiger Weise auch den an- 
dern Kreis schneidet, und dafs die nach den Durchschnittspuncten gezogenen 
Radien der beiden Kreise paarweise parallel sind. Berührt demnach die genannte 
Linie den einen Kreis, so berührt sie zugleich auch den andern. Daher folgt ferner: 

„Liegen zwei gegebene Kreise M, m (Fig. 21.) aulser einander: so schneı- 
den sich die beiden äufseren gemeinschaftlichen Tangenten Bd und B, db, m 
dem äufsern, f, und die beiden innern gemeinschaftlichen Tangenten Ce und 
C, ec, in dem innern Aehnlichkeitspunet 7.” 

Hierdurch kann man leicht an zwei gegebene Kreise eine gemeinschaftliche 
Tangente ziehen. 

Endlich ist zu bemerken, dafs, wie aus der obigen Gleichung folgt, bei zwei 
in einander liegenden Kreisen, die Achnlichkeitspuncie innerhalb beider Kreise 


liegen. 


9. 
Es seien M,, M,, M, (Fig. 22.) die Mittelpuncte dreier beliebigen, der Grölse 


und Lage nach gegebenen Kreise 7, , M,, M,. Nach (7) gehören zu je zweien 


9 2 
a ad 
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dieser drei Kreise zwei Aehnlichkeitspuncte. Es seien A, und /, A,und I, 
A, und 7, die Achnlichkeitspuncte der Kreispaare M, M„M, M,M, MM, 


Da die gerade Linie A, A,, welche durch die Aehnlichkeitspuncte A, und 
A, geht, vermöge des erstern, zu denKreisen M,,M , und vermöge des letztern, 
zu den Kreisen 7, M, eine äufsere Aechnlichkeitslinie ist (7.): so ist sie folglich 
auch eine äufsere Achnlichkeitslinie zu den Kreisen M,, M,, und geht daher 
durch den äufsern Aehnlichkeitspunct A, derselben, d. h. die drei Achnlich- 
keitspuncte A, A,, A, liegen in einer geraden Linie. Auf ganz ähnliche Weise 
schliefst man, dafs sowohl die drei Achnlichkeitspuncte A,,J ,/,, als auch A,I I, 
so wie auch A ,J/,7, ın geraden Linien liegen. Wir finden daher folgenden Satz: 

„Von den sechs Achnlichkeitspuncten, welche zu drei beliebigen gegebenen 
Kreisen, paarweise genommen, gehören, liegen vier mal drei in einer geraden 
J.inie, nämlich es liegen die drei äufseren, und jeder äulsere mit den beiden nicht 
zugehörigen inneren Aehnlichkeitspuncten in einer geraden Linie.” 

Diese genannten vier geraden Linien, von welchen jede durch drei Aehn- 
lichkeitspuncte der gegebenen Kreise geht, und mithin zu allen drei Kreisen 
ähnliche Lage hat, wollen wir 

„Achnlichkeitslinien der drei Kreise M, , M,, M ,’ nennen, 
und zwar die Linie A, A, A, äufsere, und die drei Linien A, 7, 1,A, I I, 
A, JS, I, innere Achnlichkeitslinien. 

Da die beiden äufseren gemeinschaftlichen Tangenten zweier aufser einander 
liegender Kreise, sich im äufseren, dagegen die beiden innern gemeinschaftlichen 
Tangenten sich im inneren Aehnlichkeitspunct der Kreise schneiden (7, Fig. 21): 
so folgt aus dem vorigen Satz unmittelbar der nachstehende: 

„Legt man an Je zwei von drei, der Gröfse und Lage nach gegebenen, aufser 
einander liegenden Kreisen M , M,, M, (Fig.23), die beiden Paare gemeinschaft- 
liche Tangenten (d. h. die beiden äulseren und die beiden innern): so liegen 
sowohl die drei Durchschnittspuncte (A,, A,, A,) der drei Paare äulsere Tan- 
genten *), als auch der Durchschnittspunct jedes Paars äulsere Tangenten mit 


den zwei Durchschnittspuncten der beiden nicht zugehörigen Paare innere Tan- 
genten (d. 1.4, 7,7, A, 7,1, A, T,J,) in einer geraden Linie.” 
Da nach (7) der Berührungspunet zweier Kreise zugleich ein Achnlichkeits- 


ob 


punct derselben ist, so folgt daraus und aus dem obigen Satz ferner: 
Ä Q | 





*) Diesen ersten Fall beweist M, Hirsch im zweiten Bande, Seite 368 seiner „‚Samm- 


lung geometrischer Sätze etc,” 
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„Wenn irgend ein beliebiger Kreis M, zwei gegebene Kreise W,, M,, be- 
rührt, so liegen die beiden Berührungspuncte mit einem der beiden Achnlich- 
keitspuncte der gegebenen Kreise in einer geraden Linie.” 

Denn da die Puncte, in welchen der Kreis M, die beiden gegebenen Kreise 
M,, M, berührt, zugleich zwei von den vier Achnlichkeitspuncten A, 7, A, 1, 
sind, welche jener Kreis mit diesen beiden gemein hat: so sind die genannten 
Berührungspuncte zugleich entweder 

1) die beiden Aechnlichkeitspuncte A, und A,, 


oder 2) - - - - Er or A, 
oder 3) - = 5 - rn nur 
oder 4) - - - - Br 


und liegen folglich in den beiden ersten Fällen (1, 2.) mit dem äufsern A,, und 
in den beiden letzten Fällen (3, 4.) mit dem innern Achnlichkeitspunct 7, der 
gegebenen Kreise M,, M, in einer geraden Linie. Man kann daher «den vorlie- 
genden Satz auch bestimmter, wie folgt, aussprechen: 

„Berührt irgend ein Kreis M, zwei der Grölse und Lage nach gegebene 
Kreise M,,M, gleichartig (d. h. entweder beide innerlich (1.) oder beide äulser- 
lich (2.)): so liegen die beiden Berührungspuncte mit dem äulseren A,, be- 
rührt er aber dieselben ungleichartig (d. h. den einen äufserlich und den andern 
innerlich (3, 4.)): so liegen die beiden Berührungspuncte mit dem innern 


Achnlichkeitspunct (I,) der gegebenen Kreise in einer geraden Linie.” 


. II. Von der gemeinschaftlichen Potenz bei Kreisen, die in einerlei Ebene liegen. 


un 


g. 
Nach ($- I. Nr. 4.) können zwei gegebene Kreise M,, M, in denselben Punc- 


ten A,D,C,D, in welchen sie von irgend einem Kreise P rechtwinklig geschnit- 
ten werden, zugleich von vier bestimmten Kreisen berührt werden. Nemlich, 
schneidet z. B. der Kreis P (Fig. 24.) die beiden gegebenen Kreise M,, M, ın 
den Puncten .4,D,C,B rechtwinklig: so können dieselben von einem bestimm- 
ten Kreise in den Puncten A, B, und von einem zweiten Kreise in den Puncten 
D,C gleicharug, dagegen von einem dritten Kreise in den Puncten A, C, und 
endlich von einem vierten Kreise in den Puncten D, .B ungleicharüg berührt 
werden. 

Nach ($. I. Nr. 8.) liegem aber die beiden Berührungspuncte, in welchen 


irgend ein Kreis zwei gegebene Kreise M,, M, gleichartig berührt, mit dem 
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äufsern A,, und dagegen die Berührungspuncte, in welchen irgend ein Kreis die 
gegebenen ungleicharüg berührt, mit dem innern Achnlichkeitspunct (7) dersel- 
ben in einer geraden Linie. Folglich liegen die vier genannten Puncte A, D, C, 
B, in welchen irgend ein Kreis P zweı gegebene Kreise M\,, M, rechtwinklig 
schneidet, sowohl paarweise mit dern äulsern (4,) als auch mit dem innern Achn- 
lichkeitspunet 4) der letztern Kreise in geraden Linien. Das heilst: jede drei 
Puncte A, AB, A, DC, AI, C, DI, B liegen ın einer geraden Linie. Wir fin- 
den also den folgenden Satz: 

„Schneidet irgend ein Kreis P zwei gegebene Kreise M,, M, rechtwinklig: 
so hegen die vier Durchschnitispuncte A, D, C, .D, paarweise, sowohl mit dem 
äufsern #, als auch mit dem innern Achnlichkeitspunet ], der gegebenen Kreise 
in geraden Linien.” Oder, was dasselbe ıst: 

„Legt man aus irgend einem Punct P der Linie der gleichen Potenzen (PG) 
zweier gegebenen Kreise M,, 7,, vier Tangenten PA, PD, PC, PB an die 


QO 


letztern, verbindet die vier Berührungspuncte A, B, C, D derselben paarweise 
durch sechs gerade Linien: so schneiden sich zwei dieser Linien BA und ED iu 
einem constanten Punct A, (äulserem Achnlichkeitspunct), zweı andere AC und 
BD in einem constanten Punct /, (innerem Aehnlichkeitspunct), dagegen ist der 
Ort des Durchschniltspuncts P, des dritten Linienpaars DA und CB die ge- 
nannte Linie /@G selbst (3. 1. Nr. 4.), und endlich geht jede der beiden letztern 
Linien DA, CB durch einen constanten Punct (Q,, 0,) ($. I. Nr. 5.)” *). 


10. 


Da alle möglichen Kreise P, welche zwei gegebene Kreise M, M, recht- 
winklig schneiden, die Axe A, M, J, M, der leiztern Kreise zusammen zur 
Linie der gleichen Potenzen haben (3. I. Nr. 5.); und da ferner, wie so eben 
erwiesen (9.), die vier Puncte, in welchen ein solcher Kreis P die beiden ge- 
gebenen Kreise schneidet, paarweise, sowohl mit dem äufsern als mit dem in- 
nern Aehnlichkeitspunet der letztern in geraden Limieu liegen: so folgt, dafs so- 
wohl AAxABb= ADx A, G, als 74 X # =J/], DxIB con- 
stante Producte sind, wie auch der schneidende Kreis, unter der gegebenen Be- 


dingung, seine Grölse und Lage ändern mag. Denn das erste Product ist gleich 


*) Dieser Satz ist ein spezieller Fall des allgemeinen Satzes Seite 40. Nr, VII des 


ersten Hefis dieses Journals. Die gegenwärtige Linie PG entspricht der dortigen Linie L, 


und die dortige Linie / ist im gegenwärtigen Falle unendlich entfernt. 
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der Potenz des Puncts A,ın Bezug auf den Kreis P, und das letztere Product 
ist gleich der Potenz des Puncts 7, in Bezug auf denselben Kreis P; folglich 
sind beide Producte constant, weil, wie schon bemerkt, alle Kreise P/ die Linie 
A, I], zur Linie der gleichen Potenzen haben. 

Bezieht man diese Eigenschaft auf die beiden gegebenen Kreise M,, M,, so 
entspringt daraus folgender Satz: 

„Zieht man aus einem Achnlichkeitspunet A, oder I, zweier gegebenen 
Kreise M,, M, irgend eine gerade Linie A, AB oder AI,C, welche die Kreise 
schneidet: so ist das Product A, AX A,B oder AI, x CI, aus den Abstän- 
den des Aehnlichkeitspuncts von zwei Durchschnittspuneten „A und B oder 
A und C der genannten Linie und der beiden Kreise, deren zugehörigen Ra- 
dien M, A und M,B oder M, A und M,C nicht parallel sind, von constan- 
ter Grölse.” 

Dieses constante Product wollen wir 
„gemeinschaftliche Potenz der beiden gegebenen Kreise 
M,M,, ın Bezug auf ihren Aehnlichkeitspunct A, oder /,, 
nennen. 
33. 


Es ist aber die Potenz des Puncts A,, ın Bezug auf den Kreis P, wenn 


‚die gegebenen Kreise M , M, aulser einander liegen, wie (Fig. 24.), gleich dem 


Quadrat der aus dem Punct an den Kreis P gelegten Tangenten A,.E, folglich 
ist diese Tangente, für jeden Kreis P, von unveränderlicher Gröfse. Beschreibt 
. m . D . ' 
man also mit derselben um den Punct A, einen Kreis A,, so schneidet derselbe 
jeden Kreis P rechtwinklig. Dagegen ist die Potenz des Puncts /,, welcher in- 
nerhalb des Kreises P liegt, gleich dem Quadrat der halben durch denselben ge- 
henden kleinsten Schne des Kreises ? (S. 1. Nr. 2.), und mithin hat diese halbe 
Sehne für jeden Kreis P einerlei Gröfse, oder, ein mit derselben um den Punct 
T. beschriebener Kreis /,, wird von jedem Kreise P im Durchmesser geschnitten, 
d.h. die Puncte, in welchen irgend ein Kreis P den Kreis J, schneidet, sind zu- 
gleich die Endpuncte eines Durchmessers des letztern Kreises. 

Diese beiden genannten, um die Aechnlichkeitspuncte 4, und Z, beschriebe- 
nen Kreise A,, /,, deren Radıen, in's Quadrat erhoben, gleich sınd den gemem- 
schaftlichen Potenzen der gegebenen Kreise M , M,, in Bezug auf die Puncte 
A,,4,, sollen 

y 


„Potenzkreise der beiden gegebenen Kreise M , M " heilsen, 


3) 


und zwar der Kreis #, aulserer und der Kreis I, innerer Potenzkreis. 
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Es ist noch zu bemerken, dals ım Fall die gegebenen Kreise in einander 
liegen (wie Fig. 14.), alsdann das Umgekehrte Statt findet, nemlich, dafs in die- 
sem Fall der innere Potenzkreis /, jeden Kreis P rechtwinklig schneidet, der 
äulsere Potenzkreis A, aber von Jedem Kreise P im Durchmesser geschnitten 
wird. Und wenn ferner dıe beiden gegebenen Kreise M,, M, einander schnei- 
den, so schneidet sowohl der äufsere als der innere Potenzkreis jeden Kreis P 
rechtwinklig, 

12. 

Da die beiden Puncte A und B oder D und C, Fig. 24., für welche nach 
(10.) das Product A,A x AB=A,Dx A,UC constant ist, oder welche in 
Bezug auf den Aehnlichkeitspunct I, die Potenz bestimmen, auf einerlei Seite 
des letztern Puncts (A,) hegen: so soll dieses heilsen: „die dem Aehnlich- 
keitspunet 4, zugehörige Potenz sei äulserlich; und wenn die Puncte 
A und € oder Dund DB, welche in Bezug auf den Achnlichkeitspunct 7, die 
gemeinschaftliche Potenz der gegebenen Kreise M, M, bestimmen, auf verschie- 
denen Seiten des Puncts /, liegen, so wollen wir sagen: die zum Aehnlich- 


keitspunct ], gehörige gemeinschaftliche Potenz der gegebenen 


oc © 
Kreise sei innerlich.” 

Ueberhaupt wollen wir von irgend zwei Puncten A und Y, welche mit dem 
Punct #4, in gerader Linie und auf einerlei Seite desselben liegen und zwar in sol- 
chen Abständen von demselben, dafs das Product A,AX x A,Y gleich ist der 
zugehörigen (zu _4,) gemeinschaftlichen Potenz der gegebenen Kreise, sagen: 
„sie seien potenzhaltend ın Bezug auf den Aehnlichkeitspunct 
A," Eben so sollen zwei beliebige Puncte X und Y, welche mit den Punct J, 
in gerader Linie, aber auf entgegengesetzten Seiten desselben hiegen, und zwar in 
solchen Abständen von demselben, dafs das Product ZA X /,Y gleich ıst der 
zugehörigen gemeinschafllichen Potenz: „potenzha ltende Puncte ın 
Bezug auf den Aehnlichkeitspunct J,,” heilsen. 

Endlich wollen wir von jedem beliebigen Kreise Ä, dessen Potenz ın Bezug 
auf einen der beiden Aehnlichkeitspuncte A, oder /, gleichartig (äufserlich oder 
innerlich) und gleich ist der zu demselben Punct gehörigen gemeinschaftlichen 
Potenz der gegebenen Kreise M_, M,, sagen: „er sei pozenzhaltend in 
Bezug auf den Jedesmaligen Aehnlichkeitspunct.” 

Alsdann ist klar, dafs jeder Kreis, welcher durch irgend zwei potenzhal- 
tende Puncte geht, ebenfalls potenzhaltend ist; ferner: dals jeder Kreis A, 
welcher in Bezug auf den Achnlichkeitspunct A, potenzhaltend ist, den Po- 

lenz- 
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tenzkreis A, rechtwinklig, und dafs jeder Kreis A, welcher in Bezug auf 
den Achnlichkeitspunct J, potenzhaltend ist, den Potenzkreis /, im Durch- 
messer schneidet. 

Da nun derjenige Kreis, welcher die beiden gegebenen Kreise in den Punc- 
ten A und D (oder D und C) gleichartig berührt (9.), vermöge dieser Puncte, 
in Bezug auf den äulseren Achnlichkeitspunct 4, potenzhaltend ist; und da eben 
so derjenige Kreis, welcher die gegebenen Kreise in den Puncten A und C un- 
gleichartig berührt, vermöge dieser Puncte, ın Bezug auf den innern Achnlich- 
keitspunet Z,, potenzhaltend ist, so folgt nachstehender Satz: 

„Jeder Kreis X, welcher zwei gegebene aulser einander liegende Kreise 
M,,M, gleichartig (d. i. entweder beide äufserlich oder beide einschlielsend ) 
berührt: ist in Bezug auf den äufsern Aehnlichkeitspunct A, derselben, potenz- 
haltend, und schneidet den äufsern Potenzkreis A, derselben rechtwinklig.” Und: 

„Jeder Kreis X, welcher zwei gegebene, aufser einander liegende Kreise 
M,, M, ungleichartig berührt: ist in Bezug auf den innern Aehnlichkeitspunct 
J, derselben potenzhaltend, und schneidet den innern Potenzkreis /, derselben 


im Durchmesser.” 
Achnliches findet Statt, wenn die gegebenen Kreise, anstatt aulser einander, 


entweder in einander liegen oder einander schneiden. 
13. 

Da nach (12.) jeder Kreis A‘, welcher zwei gegebene Kreise M,, M, gleich- 
artig berührt, in Bezug auf den äufseren Achnlichkeitspunct A,, und jeder Kreis 
K, welcher dieselben ungleichartig berührt, ın Bezug auf den inneren Aehnlich- 
keitspunct 7, derselben potenzhaltend ist, so folgen nachstehende Sätze: 

„Alle Kreise, von denen jeder die beiden gegebenen Kreise M,, M, gleich- 
artig berührt, haben den äufseren Achnlichkeitspunct A, der letztern Kreise ge- 
meinschaftlich zum Punct der gleichen Potenzen.” Und: 

„Alle Kreise, von denen jeder zwei gegebene Kreise M,, M, ungleichartig 


berührt, haben den inneren Aehnlichkeitspunct der letzteren gemeinschaftlich 


zum Punct der gleichen Potenzen." Oder auch: 

„Wenn von irgend zwei beliebigen Kreisen W,, /, jeder zwei gegebene 
Kreise M,, M, gleichartig berührt: so gebt die Linie der gleichen Potenzen des 
erstern Kreispaars durch den äulseren Achnlichkeitspunct 4, des letzteren.” Und: 

„ Wenn von irgend zwei Kreisen, N, , N, Jeder zwei gegebene Kreise 7, , M, 
ungleichartig berührt: so geht die Linie der gleichen Potenzen des erstern Kreis- 


A i ri „ x u RR 2. 
paars durch den inneren Aehnlichkeitspunct des letzteren.” Es folgt ferner: 


23 


T. 
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„Wenn jeder der beiden Kreise M,, M, mehrere Kreise N , WM, Minis. 
gleichartig berührt: so geht die Linie der gleichen Potenzen jener beiden Kreise 
durch den äulseren Aehnlichkeitspunct je zweier der letzteren, oder die Schaar 
Kreise VW, W,, V, .... . haben die genannte Linie zur gemeinschaftlichen Aechn- 
lichkeitslinie.” Oder überhaupt: 

„Alle Kreise W,,N,,V, ...., von denen jeder zwei gegebene Kreise M,, M, 
gleichartig berührt, haben die Linie der gleichen Potenzen /(,,) der letzteren zur 
gemeinsamen Aehnlichkeitslinie.” Und: 

„Alle Kreise W,,\,, /V, . . ., von denen jeder zwei gegebene Kreise M,,M, 
ungleichartig berührt, haben die Linie der gleichen Potenzen der letzteren zur 
gemeinsamen Achnlichkeitslinie.” 





Die weitere Entwickelung dieses Paragraphen, und einige Anwendungen 
der letztern Sätze, bleibt dieses Mal, aus Mangel an Raum, weg; wir werden 
sie im nächsten Hefte nachfolgen lassen. 





$. IV. Verallgemeinerung und geometrische Lösung der Malfatti’schen Aufgabe, 


Um die Fruchtbarkeit der in den Paragraphen (I, I, III) aufgestellten Sätze 
an einen dazu geeigneten Beispiele zu zeigen, fügen wir die geometrische Lö- 
sung und zugleich die Verallgemeinerung der Malfatti'schen Aufgabe *), je- 
doch ohne Beweis, hinzu: 

14. 
Aufgabe. 

„In ein gegebenes Dreieck ABC (Fig. 25.), drei Kreise a, 5, e zu beschrei- 
ben, die einander, und jeder zwei Seiten des Dreiecks berühren, d. h., so: dafs 
der Kreis @ die Seiten AB und AC, der Kreis d die Seiten BA und BC, und 
der Kreis ce die Seiten CA und CB berührt.” 

Auflösung. 

1) Man halbire die Winkel des gegebenen Dreiecks durch die drei Linien 
AM, BM, CM; so treffen sıch diese drei Linien bekanntlich in einem und 
demselben Puncte M. 





*) Man sehe „Sammlung mathematischer Aufsätze von Crelle, erster Band, S. 133.” 


Lehmus Lehrbnch der Geometrie, 2ter Band, und Gergonne annales des mathematiques, 
Tom. I. 1. 
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2) In das Dreieck A MB beschreibe man den Kreis e,, welcher die Seite 
AB ın dem Puncte C, berührt, und in das Dreieck BMC beschreibe man den 
Kreis a, 

3) Aus dem Puncte €, lege man an den Kreis a, die Tangente C, A,, und 
beschreibe 

4) in das Dreieck C, A, B den Kreis 5, so ist dieser einer der verlangten 
drei Kreise. 

Die beiden übrigen gesuchten Kreise a, e werden auf ganz ähnliche Weise 
gefunden. Nemlich die genannte Tangente C, A, B, berührt nicht allein den 
Kreis @,, sondern zugleich auch den in das Dreieck 4 MC beschriebenen Kreis 
b,, so dafs also der in das Dreieck C,B,A beschriebene Kreis @ ebenfalls 
einer der gesuchten drei Kreise ist. Auf gleiche Weise kann ferner aus dem 
Puncte D,, ın welchem der Kreis 5, die Seite AC berührt, eine Linie gezogen 
werden, welche nicht alleın die beiden Kreise @, und e,, sondern auch die bei- 
den gesuchten Kreise @ und e berührt; und eben so geht eine Linie durch den 
Punct A,, in welchem der Kreis a, die Seite BC berührt, welche jeden der vier 
Kreise b,, e,, 5, ce berührt. 

Da die beiden Kreise @ und 5 einander berühren, und jeder derselben die 
Lime GC, A, B, berührt: so ist leicht zu sehen, dals sie dieselbe in einem und 
demselben Puncte berühren. Eben so berühren die beiden Kreise z und e die 
durch den Punct B, gehende genannte Linie in einem und demselben Puncte; 
und gleichermaafsen berühren die beiden Kreise 5 und ce die durch den Punct 
A, gehende genannte Linie in einem und demselben Puncte. Daher treffen die 
drei genannten geraden Linien, welche durch die Puncte C,, B,, A, gehen, in 
einem und demselben bestimmten Punct zusammen (S. 1. Nr. 4.). 

Die Aufgabe läfst keinesweges blos eine Auflösung zu. Es können vielmehr 
die drei gesuchten Kreise auch aufserhalb des gegebenen Dreiecks liegen, und 
dessen verlängerte Seiten berühren, also z. B. über der Seite BC im Raume M , 
oder über der Seite CA ım Ranme M,, oder über der Seite AB im Raume M.. 
Halbirt man nemlich jeden der sechs Winkel (die inneren und die äulseren ) des 
gegebenen Dreiecks, so schneiden sich von den Theilungslinien vier mal drei in 
eihern und demselben Puncte. Dieses sind die vier Puncte M, M , M,, M.. 
Jeder dieser vier Puncte, z. B. der Punet M bildet mit den Eckpuncten des ge- 
gebenen Dreiecks ABC die drei Dreiecke AMB, BMC, CMA. Die drei 


Seiten eines jeden dieser Dreiecke können von vier bestimmten Kreisen berühr! 


werden, so dafs also zu diesen drei Dreiecken zwölf bestimmte Kreise gehören, 
23° 
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unter welchen die oben genannten drei Kreise @,, d,, ce, mit inbegriffen sind. 
Es scheinen, mittelst der genannten zwölf Kreise, nach Art der vorstehenden 
Auflösung, wenigstens acht verschiedene Auflösungen möglich zu sein. Und da 
ein Gleiches in Bezug auf jeden der drei übrigen Puncte M,, M,, M, Statt fin- 
det: so lälst die Aufgabe wenigstens 32 verschiedene Auflösungen zu, welche 
alle der obigen Auflösung ähnlich sind. 

Unter diesen 32 Auflösungen sind die speziellen Fälle, wo zwei der drei 
gesuchten Kreise eine Seite des gegebenen Dreiecks in einem und demselben 
Punct berühren, nicht mitgerechnet; sondern es giebt solcher spezieller Fälle 
aufserdem noch 48. So sind z. B. unter den 32 Auflösungen, welche im I. Bande 
S. 348. der Annalen der Mathematik von Gergonne, von der obigen Aufgabe 
aufgezählt werden, vier und zwanzig, welche zu den hier ausgeschlossenen 48 
Fällen gehören. 

Die vorliegende Aufgabe kann übrigens auch als ein spezieller Fall von der 


folgenden, allgemeineren Aufgabe angeschen werden. 
15. 
Aufgabe. 


„Drei beliebige Kreise, die in einerlei Ebene liegen, sind der Gröfse und 
Lage nach gegeben, man soll drei andere Kreise beschreiben, die einander be- 
rühren, und von denen jeder zwei der gegebenen Kreise berührt, jedoch so, 
dafs auch jeder der drei gegebenen Kreise zwei von den zu suchenden Krei- 
sen berührt.” 

Zum Beispiel: Wenn die drei Kreise M_ , M,, M, (Fig. 26.) gegeben sind, 
so soll man die drei Kreise m, , m,, m, finden, welche einander in den Puncten 
b,,5,,b, berühren, und von welchen zugleich der Kreis m, die Kreise M, und 
M,, der Kreis mm, die Kreise M, und M,, und der Kreis m, die Kreise M, 
und M,, berührt. 


Auflösung. 


1) Man suche die drei äufseren Achlichkeitspuncte A,,A,,A, 
welche zu den drei gegebenen Kreisen M,, M,, M,,, paarweise genommen, ge- 
hören ($. I. Nr. 7.), und construire die zu diesen Aehnlichkeitspuncten gehöri- 
gen Potenzkreise A,, A,, A, ($. II. Nr. 11.), deren Radien respective A,C,, 


A,C,, A,C, sind, und welche Kreise sich ın einem bestimmten Punct D schnei- 


den werden. 
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2) Hierauf beschreibe man die drei Kreise 4, , 4, , 4,, von denen der erste 
die drei Kreise M,, A,, A,, der zweite die drei Kreise M,, A,, 4,, und der 
dritte die drei Kreise M,, A,, A, berührt. 

3) Ferner beschreibe man einen Kreis, dessen Peripherie 6, DB, £, durch 
den Berührungspunct 2, der Kreise M, und «, geht, und welcher die Kreise 
4, , #4, berührt, jedoch so, dafs er den Kreis 4,, welcher von dem kleineren (-M,) 
der beiden Kreise M,, M', abhängig ist, einschlielsend berührt: 

4) So ist endlich derjenige Kreis n,, welchen man so beschreibt, dafs er die 
Kreise M,, M, und den Kreis (d, B, ,) berührt, einer der drei gesuchten Kreise. 

Die beiden übrigen gesuchten Kreise m,, m, findet man auf ähnliche 
Weise. Z.B. der Kreis n, kann aus der vorstehenden Construction unmittel- 
bar gefunden werden, wenn man statt des Kreises zu, (4.) einen Kreis zrı, be- 
schreibt, welcher die Kreise M,, WM, und den Kreis (6, B,P,) berührt. Es ist 
zu bemerken, dafs die beiden Kreise zn, und m, den Hülfskreis (#4, DPA, ) ın 
einem und demselben Punct 6, berühren. 

Die vielen verschiedenen Auflösungen, welche diese Aufgabe zuläfst, sind 
in der Hauptsache der vorstehenden ähnlich; selbst wenn die gegebenen Kreise 
M,,M,, M,, austatt aulser einander zu liegen, wie ın (Fig. 26), einander schnei- 
den oder in einander liegen, bleiben die Auflösungen sich völlig ähnlich. 

Nimmt man an, die drei gegebenen Kreise 7, ,.W,, M, schnitten einander, 
und zwar so, dals sie mehrere krummlinige Dreiecke bildeten, hält alsdann die Eck- 
puncte I, .B, C eines solchen Dreiecks fest, und läfst die Kreise, durch unend- 
liche Zunahme, ın gerade Linien übergehen: so erhält man aus der vorliegenden 
Aufgabe und Auflösung, die Aufgabe und Auflösung (14.); nemlich die gegen- 
wärtigen Potenzkreise Ay Ay 4; gchen dann in die dortigen geraden Linien 
AM, BM, CM über, u. s. w., so dals in dieser Hinsicht die Aulgabe (14.), 
wie oben gesagt, als ein spezieller Fall der gegenwärtigen Aufgabe angesehen 
werden kann. 

Die vorstehende Aufgabe kann aber selbst wieder als ein spezieller Fall der 


folgenden angesehen werden. 


106. 


Aufgabe. 
Auf einer Kueelfläche sind drei beliebige Kreise 7 , M , M, der Grölse 
„ o o 1? 2 3 


und Lage nach gegebenen; man soll auf derselben Kugelfläche drei andere Kreise 
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m,,m,, m, finden, welche einander berühren, und von welchen zugleich der 
Kreis zn, die Kreise M_ und M,, der Kreis m, die Kreise M, und M,, und der 
Kreis zu, die Kreise M, und M, berührt.” Oder was dasselbe ist: 

„Wenn drei beliebige gerade Kegel, welche einerlei Scheitelpunct haben, der 
Grölse und Lage nach gegeben sind: so soll man aus dem nemlichen Scheitel 
drei andere gerade Kegel beschreiben, welche einander berühren, und von de- 
nen jeder zwei der gegebenen Kegel berührt.” 

Die Auflösung dieser Aufgabe ist derjenigen in (15.) völlig ähnlich. Nem- 
lich die in den Paragraphen (1, II, I11.), entwickelten Lehrsätze von Kreisen, die 
in einerlei Ebene liegen, finden auf ähnliche Weise bei Kreisen, die in einer- 
lei Kugelfläche liegen, Statt, welches an einem anderen Orte bewiesen wer- 
den soll. Wir erwähnen z. B. nur: dals, so wie zu zweı Kreisen, die in einer- 
lei Ebene liegen, zwei Aehnlichkeitspunkte gehören, von denen jeder der Mittel- 
punct eines Potenzkreises ist: eben so gehören auch zu irgend zwei Kreisen, die 
in einerlei Kugelfläche liegen, zwei Aechnlichkeitspuncte (eigentlich vier, denn 
jeder ist doppelt vorhanden), von denen jeder der Pol eines bestimmten Krei- 
ses ist, welcher ın gewisser Hinsicht die Stelle des Potenzkreises vertritt. Und, 
wie nun alle jene Hülfssätze von Kreisen, die in einerlei Ebene liegen, welche 
bei der Auflösung ın (15.) erforderlich waren, auf analoge Weıse bei Kreisen, 
die in einerlei Kugelfläche liegen, Statt finden: so ist auch die Auflösung der 
vorliegenden Aufgabe derjenigen in (15.) vollkommen ähnlich, so dafs 'etztere 
in der gegenwärtigen enthalten ist. 

Lälst man die Kugelfläche, durch unendliche Entfernung ihres Mittelpunets, 
in eine Ebene übergehen, so geht zugleich die gegenwärtige Aufgabe in die 
Aufgabe (15.) über, in welcher Hinsicht die letztere, wie in (15.) gesagt, als.eıin 
spezieller Fall der ersteren angesehen werden kann. 

Ein anderer spezieller Fall der vorliegenden Aufgabe ist derjenige, wo die 
drei gegebenen Kreise auf der Kugellläche in grölste Kreise übergehen, d.h. 
nachstehende Aufgabe. 


Br 
Aufgabe. 


„In ein gegebenes sphärisches Dreieck drei Kreise zu beschreiben, welche 


einander berühren, und von denen jeder zwei Seiten des Dreiecks berührt.” 


Older. was dasselbe ıst: 
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„In einen gegebenen dreikantigen Körperwinkel drei gerade Kegel zu be- 
schreiben, welche einander berühren, und von denen jeder zwei Seitenflächen 
des Körperwinkels berührt.” 

Die Auflösung dieser speziellen Aufgabe ist derjenigen in (14.) ähnlich. 
Statt der dortigen Hülfslinien AM, BM, CM, welche die Winkel des gegebe- 
nen Dreiecks halbiren, kommen Bogen gröfster Kreise vor, welche die Winkel 


des gegebenen [phärischen Dreiecks halbiren, u. s. w. 


Eine noch allgemeinere Aufgabe als (16.) ist folgende, welche in gewisser 


Art alle bisherigen Aufgaben als spezielle Fälle in sich schliefst. 


18. 
Aufgabe. 

„ Wenn auf irgend einer Oberfläche vom zweiten Grade drei beliebige ebene 
Curven (zweiten Grades) der Grölse und Lage nach gegeben sind: so soll man 
auf derselben Oberfläche drei andere ebene Curven finden, welche einander be- 
rühren, und von denen jede zwei der gegebenen Curven berührt.” 

Die Auflösung dieser Aufgabe ist der Form nach den Auflösungen der bis- 
herigen Aufgaben, besonders (16.) ganz ähnlich. Es finden nemlich die Hülfs- 
mittel für die bisherigen Auflösungen, auf ähnliche Weise auch bei ebenen Cur- 
ven, die in einerlei Fläche zweiten Grades liegen, Statt, welches an einem an- 
deren Orte nachgewiesen werden soll. Z. B. zu irgend zwei ebenen Curven, die 
in einer solchen Fläche hiegen, gehören (wie zu zwei Kreisen, die in einer Kugel- 
fläche liegen (16)), zwei (eigentlich vier) Achnlichkeitspuncte, und diese sind 
Pole zweier bestimmten ebenen Gurven, (welche in derselben Fläche liegen 
und) welche in gewisser Art, in Bezug auf die beiden gegebenen Curven, die 
Stelle der Potenzkreise bei zwei Kreisen auf der Kugelfläche vertreten. Und 
so ist nun auch die Auflösung der vorliegenden Aufgabe derjenigen in (16.) 
oder in (15.) vollkommen ähnlich, so dals letztere in der gegenwärtigen ent- 
halten ıst. 

19. 

Endlich ist noch zu bemerken, dafs die in den Annalen der Mathematik von 
Gergonne, im 1. Bande S. 196. in der Note aufgestellte, dann im U. Bande 
S. 287. wiederholte, und endlich im X. Bande S. 298. in der Note wiederum in 


Erinnerung gebrachte Aufgabe: 
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„In einen gegebenen vierflächigen Körper vier Kugeln zu beschreiben, 
welche einander berühren, und von denen jede aufserdem drei Seitenflächen des 
gerchbenen Körpers berührt,” mehr als bestimmt ist, wie leicht zu sehen. 

Statt dieser Aufgabe, deren Lösung nur in beschränkten speziellen Fällen 
möglich ıst, kann man folgende Aufgabe aufstellen: 

„In einen, von vier ebenen Flächen begrenzten, gegebenen Körper, drei 
Kugeln zu beschreiben, welche einander berühren, und von denen jede aulser- 
dem drei Seitenflächen des Körpers berührt.” 

Diese Aufzabe ist gerade nur bestimmt. Sie ist immer zu lösen 
möglich. 


Berlin, im März 1820. 
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Ip ,. wenn 


Ueber die Integration der Differential-Formel — 


R undg ganze Functionen sind. 
(Von Herrn N. H. Abel.) 





VW enn man den Ausdruck 





wo p, gund AR ganze Functionen einer veränderlichen Gröfse x sind, nach x 


differenturt, so erhält man: 
1. — dr &.dtgvV R) Li; dp — d(qyY R) 
a ptrgyH p—qgvHh 








> 


oder: 


dz= > VB) (dp j (VB) —(#% aYR) (dp m d(g vB) 


pP’ —ıq. ‚R 





das heifst; 
2p.: .diqVv RB) — 2 dp WR 
pP" — g" R 





dz = 


Nun ist 
dR 
d(gyYR)=dg. YyR-+3g: 'TR’ 


also, durch Substitution, 
pg:.dR+2(rdg—gadp). R 





a 9—g.R).yR 
folglich, wenn man 
dR dg „dr 
2) P9: 5, + 2(p- de — 9:76). R=M und 


p’ —-—f.R=N 


setzt: 
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3) / M dx 
« DE — ; 
N yH 

wo, wie leicht zu schen, M und N ganze Functionen von & sind. 

pt+g vh 

Da nun z = log (F 8 He 

p—qyYÄA 


3 (N A LER). 


}, so ist, wenn man integrirt, 





krıiıh NY Be za ö ’ 
Daraus folgt, dafs sich in dem Differential nl für die rationale Function e un- 


vd 
zählige Formen finden lassen, die dieses Differential durch Logarıthmen inte- 
pP +yyR 
p — RR) 


Die Function g enthält, wie man aus den Gleichungen (2) sieht, aufser /2, noch 





grabel machen, und zwar durch einen Ausdruck von der Form log 


zwei unbestimmte Functonen p und 9, und wird durch diese Functionen 
bestimmt. 


Man kann nun umgekehrt die Frage aufstellen, ob es möglich sei, die Func- 


. - M [3 . 
tionen » und g so anzunehmen, dafs g oder y eine bestimmte gegebene Form 


bekommt. Die Auflösung dieses Problems führt zu vielen interessanten Resnlta- 


’@ 
: r . . odx 

enschaften der Functionen von der Form J —— zu 
a YV fı 

betrachten sind. Ich werde mich in dieser Abhandlung auf den Fall beschränken, 

M . . . rr 1 . > 

wenn Z, eine ganze Function von » ist, und folgende allgemeine Aufgabe auf- 


zulösen suchen: 


ten, die als eben so viele Ei 


(Y 
re) 


ae b odx vo. f 
„Alle Differentiale von der Form 77 wo g und AR ganze Functfönen von 


V 


„a sind, zu finden, deren Integrale durch eine Function von der Form 


) -4- f R .. 7 .. : 
„log er ;) ausgedrückt werden können.” 


© D— 4V h 


>: 
Dilferentirt man die Gleichung 
N= p’ —— q x R, 


so erhält man: 


dN = 2pdp—2gdg.R == g .dR; 


also, wenn man mit p multiplicirt, 


pdN = 2p’dp—2pgdg ‚R—pog.dR, 
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das heilst: wenn man statt p® seinen Werth N + g"..R setzt, 
pdN=2Ndp+2gdp.R— 2pgdg.R—py.dh, 
oder 
pdN = 2Ndp— al2(pdg — gdp)R-+pg.: AR), 
folglich, weil 
2(pdg—gdp)R+pg.dR=M.dx (2.), 
pdN=2N.dp—qgM.(d«, 
oder: 
M=.2n.“P . 
u 
und folglich 
M dp dN 
ii an. en 
5) N ( dz FF’ Wie)‘ T 
Nun soll N eine ganze Function von & sein: also ist, wenn diese Function 


durch e bezeichnet wird: 
BIT. SEINE... 
Tr "N.da 
dN 


Daraus folgt, dals p "Ns eine ganze Function von x sein mufs. Nun is! 
nd | | N | 





wenn man 





N=lg (+0) @+a)"...... (x + a,)"® 
setzt, 
dN m m ..i 
— ZZ ——  — 0... de Senne 
Ndz zta z+a Per, 


also mufs auch 


m m, m, 
p ae = u — a. Eee + on = 
eine ganze Function sein. Dieses aber kann nicht Statt finden, wenn nicht das 
Product (@+0@)......(@ + a,) ein Factor von p ist. Es muls also 
p= (x + «a) IT (c+ a,) :P, 
sein, wo p, eine ganze Function ist. Nun ist 
N=p’—g‘.R, 

also: 

log (+0) (c+a,)":..(@+a,)"=p, (z+a) (”-+a,)’...(c+ an) —g. R. 


Da nun R keinen Factor von der Form (x+.«)” hat, und man immer anneh- 


ınen kann, dals p und g keinen gemeinschaftlichen Factor haben, so ist klar, dafs 


24* 











dr 


YVıx' 
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mz=m =... mmi1 
nd A=lg(e +a)(®+a)......(e ta). R, 
sein muls, wo R, eine ganze Function ist. 
Man hat also 
N=lg(+a)(® +0)......(@-+a,) und 
R=N.R, 
das heilst: M mufs ein Factor von R sein. Manhat auchp=N.p.: 
Substituirt man diese Werthe von At und p in die Gleichungen (2.), so fin- 
det man folgende zwei: 
\ Pp,-:N—g.R, == 1 
6 M ı de d . 
) ner +: PZ—gz)R=t 
Die erste dieser Gleichungen bestimmt die Form der Functionen p,, 9, N 
und #,, und wenn dieselben bestimmt sind, so giebt hernach die zweite Glei- 
chung die Function g. Diese letzte Function kann auch durch die Gleichung 
(5.) gelunden werden. 
3. 
Es kommt nunmehr alles auf die Gleichung 
7) p,:-N—-g.R=1 


1 
an. 


Sie kann zwar durch die gewöhnliche Methode der unbestimmten Coeflicien- 
ten aufgelöst werden, allein die Anwendung dieser Methode würde hier äulserst 
weilläufig sein, und schwerlich zu einem allgemeinen Resultat führen. Ich werde 
mich daher eines andern Verfahrens bedienen, welches demjenigen ähnlich ist, 
das man anwendet, um die unbestimmten Gleichungen vom zweiten 
Grade zwischen zwei unbekannten Grölsen aufzulösen. Der Unter- 
schied besteht blofs darin, dafs man, statt mit ganzen Zahlen, mit ganzen Func- 
tionen zu thun hat. Da in der Folge häufig die Rede von dem Grade einer 
Function sein wird, so werde ich mich des Zeichens d bedienen, um denselben 
anszudrücken, auf die Weise, dafs dP den Grad der Function P bezeichnet, 


1 





Y n-1 
bla Far" rss )=m, 
x +cx 
sl 5 ) a 2, 
zZ Pe 
 # 


— 4 etc. 


Ö (- 
x” + k 
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Es ıst übrigens klar, dafs folgende Gleichungen Statt finden: 


s(P.O)=d5P+90, 


(5) IP— 60, 
ö(P’) =mö6P,; 


ferner 


ds(P+-P')=öP, 
wenn d P° nicht gröfser als d.P ist. 
Eben so will ich, der Kürze wegen, den ungebrochenen Theil eincı 


rationalen Function z durch 





Eu 
bezeichnen, auf die Weise, dafs 
u= Eu-+u, 
wo du’ negatıy ist. 
Es ist klar, dals 
E(s+s) = E(s) + E(s’), 
und also 
E(s+s)=KE(s), 
wenn ds’ negativ ist. 
In Rücksicht auf dieses Zeichen hat man folgenden Satz: 
„VVenn die drei rationalen Functionen z, e und z die Eigenschaft haben, dal; 
W"=e"+z, 


E(u)=#K£E(e), 

„wenn döz<de. 

Es ıst nemlich, zu Folge der Definition, 

u=KE(u)+u, 

E(e)+e, 

wo dw’ und de’ kleiner als Null sind; also wenn man diese Werthe in die Glei 

chung u? = #° + z substituirt: 

(Eu + 2WEu+ uw” = (Er) +20 Ee+ ee" +3: 
Daraus folgt: 
(Eu — (Eı)’ =z2 +6" — u” + 2 Er#2WEu=t, 


v 


oder: 


(Eu+ Er) (Eu— k) = 
Nun ıst, wie leicht zu sehen, 


di<dr; 
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oedz 
VR' 


S(Eu + Eec) (Eu— Er) dagegen ist wenigstens gleich dr, wenn nicht 
(Eu+ Er) (Eu— Er) gleich Null ist; es ist also nothwendig 
(EuU+ Er) (Eu— E)=0, 
welches 
Eu=&4FEo 
ojebt, wie zu beweisen war. 
Is ist klar, dals die Gleichung (7.) nicht Statt finden kann, wenn nicht 
Ö ( Np,) = O1 ft, 7); das heilst, 
N 2 a AR 92 
oN+2dp, =Jdh, +2dg. 
Daraus folgt 
o(A ti) —— 2(ög — dp, +9 R,). 
Der höchste Kxponent ın der Function A muls also eine gerade Zahl sein. 
EssıadN=n—m, dh =n-+m. 


| 4. 
Dieses festgesetzt, werde ich nunmehr statt der Gleichung 
Ppr-N—g'.R, — 
folgende: 


8) Pr .‚N— g" R, = p 





RR ; . oN+-JR 
setzen, wo e eine ganze Function ist, deren Grad kleiner ist als 5 L, 


Diese Gleichung ist, wie man sieht, allgemeiner; sie kann durch das nem- 
liche Verfahren aufgelöst werden. 


a sn 
Es sei # der ganze Theil der gebrochenen Function —t und i’ der Rest, 


N 


so hat ınan 
0) R=N.t+t, 

und es ist klar, dafs 2 vom 2znte® Grade ist, wenn dIY=n—munddR, =n-+m. 

Substituirt man diesen Ausdruck für Zt, ın die Gleichung (3.), so ergiebt sich 

10) (pP, — g’.t).N — a. o. 
Es sei nunmehr 
N. + 

so kann man ımmer £, so bestimmen, dafs der Grad von ! kleiner ist als m. 
Man setze nemlıch 


2 m 
et =a,+9.070,.0%....ta,: 
BE Di fe - 
L, —— lo -+- lt; zZ + ee we + Pi a 
ER ) PR a 
! N — / 0 —+ Yı Ei: -+ mu ze se ze zu zes + Fand y 


so aiebt die Gleichung (10.) 














ir 
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2m Zm—-1 2m—-2 m m-1 
a, x +a x +-u x t+...trax +a % +....ta 0 -+u 
2m 2m 1 2m-2 ıu m |! 1 
ua t Y 2 — 2 5) Zm-2 IRR IR n zm-3 nn 
=B’ 2" + Le Er Aha RR LPs r+2B, u Je | 
m-1 n-2 
N 4 , ! | , “ [2 * . - » . nr « 7 mr. 
Ym-ı? cr FR +. IR N 


Aus dieser Gleichung folgt, wenn man die Coeflicienten mit einander ver- 


gleicht: 


n2 
( =— x 
Dem l ın 
( — 2R ) 
m—1 “"IUn’im-i 
?W:; > n2 
{ —n Au N -+- 
Dani Pa I’m-2 I" m=-1 
Y > ) Y @) D 
u Hu 4 u !I JI 
2m—-) N m * (”m-3 i m—1i I m — 
2R > > WA > )2 
A de I + / +) 
2m—ä& Im Im=-4 ”"m-1'mn-3 N n-2 
etc. 
‘ /) n r 2) n r , n 
a == 2 + 25 ». +2» :D.#+.. er 
m I m io ; m—-1 I 1 Pam l 2 u 
> ‘ ) > 
} ne 00 2» I 2 ) > ug m Em 
Fass m-1 im-1 l [e} i m-2 4 
Pr ) (2) ‘ > > 
ny 104 as 25 2 I ) BEER We y ) u . 
‘m=-2 m-—2 i"m-2 i”o i m-3 ei. 
nn» ) 8 
va — 2/ .... 
‘2 N Pe’ Pr Yı 
nIı = an 93 f 
E 7 io 
) 2 
nr nm . 5 /- 
‘Oo a, l’o } 


Die m-+1 ersten Coefhicienten dieser Gleichungen geben, wie in jedem 


Falle leicht zu sehen, die W erthe der m + 1 Grölsen 00 ee 0 und 
r I #) > > F) ’ y ! y 
die zn letzten die Werthe der Grölsen Vor Yıs Yar + Yacı‘ 


Die vorausgesetzte Gleichung ( 11.) ist also immer möglich. 
Substituirt man nun in die Gleichung (10.) statt Z seinen Werth ans der 
Gleichung (11.), so erhält man: 
5) 2 2 2 r 2 T y4 Ze 
12) (p, —g-U)N—-g (N. +t)= 
Hieraus folgt 
5. ! 
N an / AU 
a) te 
7 N 4 
Bemerkt man nun, dafs 


Ö m +7 <ödl, 


so ist, dem Vorhergehenden zufolge, 


E :) —-—+Eı==+1t, 
7 





also hat man 








. d. 
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Pı =+tt, :g+ß, 
wo öß<dg; 

oder, da £, mit beiden Zeichen genommen werden kann, 

Pı — L, ° qQ + ß. 
Substituirt man diesen Ausdruck statt p, in die Gleichung (12.), so geht dieselbe in 

15) (+2ßg)N—.s=o 
über, wenn man der Kürze wegen 
Ni, +t=s 
setzt. 
Aus dieser Gleichung folgt leicht: 


(2 B+ e) iA N+ s) p 





> 
) Ss 
‘ 


oder, weil 2° +s=R, (indm R, =tN rt, s= NV’ +t', und 
tet +), 


5 . p 


— 
-— O —— —— w— Zn GE Game 
D 


(7 Pi s RN N 
pP > "2 er 7 


Es seı nun 
RhN=zr+r, 
wo dr‘ <Ör ıst, 


7 ENN\? r\2 e' © 
Tor 
P S S $ sh 


so hat man; 


Nun aber ist, wie leicht zu sehen, 


d 
r ce r 
(= — ra <s(-), 
3 SI > 


also 





\A 5 $ 
folglich 
| , r+tN 
E (7 = E ( ); 
P Ö 
also, wenn man 
r+i1N 
E( -) — 2u setzt, 
s 


n Er = 
=2u.ß+ P,; wo oh. < öp ı1st. 


. Em ir 


Substitnirt man diesen Ausdruck für 9 in die Gleichung (13.), so erhält 


man folgende: 


2. +2Pt NQ2uB+P)— sau rau PHP): 


das 














od.r 
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das heılst: 
8 r r o / m) r, 2 
P (N + 4 ut A — Ast + 2(£.N — 24us) BP, = sp =e 


oder, wenn man 


[oe u / Fe Az" 
14) ar + 44: N AS A 
It N—2us=—r, \ 
selzt, 
m. ne 2? FFNER 2) ea > . DD 3 BEER = 
15) 5s,..P -«T .pPP, 3:P, — (. 
r+t1N 


Weil E ( 


) = 2u ıst, so hat man 
R. > 


1i+1.N=2s.u+E,wdE-=-ds, 
folglich giebt die letzte der Gleichungen (14.) 
r =r—eE 
Ferner erhält man, wenn man den Ausdruck für s, mit s multiplieirt, 
ss = Ns+ 4 A LNs — 45° u” —= Ns+ "N — (254 — ! N) 
Nun ıt 254 —tN=r,, also 
ss =Ns+ RE ie — P“ ‚ und P- +55 =N(s+ t’N) 
Es ıst ferner 
st+t'N=R, 
also 
10) r’+ss =N.h =h 
Vermöge des Vorhergehenden ıt A=r" + r’, also 
d 


Porntess—r,(+r)(eer)=s,—r 


Da nun dr’ < dr ıst, so folgt aus dieser Gleichung, dal: 
d(ss )=d(r+r)(r—r,), 
das heilst, weilr — = LE, wodk-ör, 
ds+ds =dr Hi 
Nun istd.E <= ds, also 


dos, dr 


Ferner hat man: 
/ 


s= nn; Zu Fr wo d « N und Öl iR öt 


also 


os “dN + Öl, 
Aber k=N(s+ L N), lolglıch: 
doh=2dt, + 20N, 
oder, ddR=2dr =20r, 
Öl, +9N=Jdr, 
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Daraus folgt also, dals 
ös<dr. 
D . 2 r oO . . e 5 
Die Gleichung p, .N — gg”. R, = e ist also nunmehr in die Gleichung 


na AWwA a ® 
DE a 4T_.D/ —n 5. m 
ı -P Tr PP: P, ‘ 


übergegangen, wo dr, =;3dh=m, dP, <IdP undds< m, ds, < m. 
Man erhält nemlich diese Gleichung, wenn man 
17) p,= t:-qY+rP 
q Zu. 2 —+ 2, 


setzt. #, ist durch die Gleichung 


= I +1, wood, <öR, und /’= E(7*) 

bestimmt, u aber durch die Gleichung 
au = E N, 
3 

wer +#r = RN,s=N‘ + R—N.t 

Ferner ıst 
r = 2u.s—tN, 

| s, = N +4ut,N— Asa, 
| e> +ss = RN = R. 


Es kommt also nun auf die Gleichung (15.) an. 


\uflösung der Gleichung: 
u ee B’—r 
s.-P 2r, PP, .:B. ce 
wo ds<dr', ds, <dr, de<dr,, öß,< öf. 
1 14 7 ı T 
Dividirt man die Gleichung 
19) E A? — Ir 5 bi ne sr = v 


mit en”, so erhält man 





5 A) 
g* ar DE FE : 
— u ) — - =- 3 . 
) (?; >: If l 
nnd folglich 
/D Fr r - $ ‘ 
Gage ii) - #77 
\3 v.,/ SS, 5 S,Pı 
, h s/9s ' \ f i 
Hieraus folet, da d [unit Ö| 
“ y \ /) “s We. 
[ 4 14 ı 
EB _ Nr 
\» g \.s 
EZ Bi 














edxz 
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mithin | 
P r 
E()= E(=) .(Ad=#1), 
{ . Ss, 


wo man das Zeichen + nehmen muls, weil sonst E (&) gleich Null sein 
Pi 


würde, also 


daher, wenn man 


setzt, 
Ba2B.. u, + 3 wodßR JR 
‘ Zi I 2 "ul Pi 
a n . « 2 % » 11 P 27 1 » > » » > a. a 
Substituirt man diesen Werth für 3 in die gı gebene Gleichung, so kommt 


” = 4 / (2 = ‘ Fi / fi / r 2 
s,\2, % 4ßB,P,a, tA4m, -P,)-— Zr, P, (2, +2uP)- sß, =» 


oder . 


’ 


u ‘) > EDER F \ nn ” 4 e — P 
wo 7, = 24,5, N, st ir, A, 4 sd, 


6 
- 


. \ 


‚f? 
Da 4 % )= 4,, so ıst 
r = us, + FE» wo öE < ös, 


.,# 
Ä 
I Ä I i 


Dadurch erhält man 


u 


r —2E 
1 1 


s t4E u, 


5 


also, wie leicht zu sehen, 
ör, md TEE 78 


Die Gleichung (19.) hat folglich dieselbe Form wie die Gleichung (20.), und 


man kann also darauf dieselbe Operation anwenden, nemlich wenn man setzt 


.{r.\ ' 
u=E (= ,r,=5,4,+£&,P, =2u,ß, + P.. 


ry ie 


Dieses giebt 


a >) - PR I > Me a , BEER, 
>, P» <T, I,P, 2 { 3 = + o, 
wo 
r = 2us, =-r =r,—2E, 
s=s tAr, u, — 4,4, =s tAiE, u 


und 63, = 0dP,. 
Fährt man auf diese Weise fort, so erhält mau, nach 2» — 2 Translorma 


tonen, die Gleichung: 


‘) ° 22 u /) (2 a a De — n—1 
21) ED PAR | Ze OT „el-i) ee, 


| n 


wo > 02 
' n 


n=4 


Die Grölsen s,, r,, A, sind durch folgende Gleichungen bestimmt: 


25 * 
«/ 
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= 24 f 7 
u, RP. u Par ? 


Pr ; 
-— 4 ıı 
An TE E (=) ’ 
$) 
al 
>) . Zu 
Pr A $ 


7 ZER RER v . 
n 1 f 1—1 n—1 
s L 2 
$g _— 5 + +r L — /4S “su 
ıı ı1—1 n—-iti n—1 nt u n-1? 


wozu noch die folgenden hinzugefügt werden können: 
um Ana u. PR 


n 
‚_ =r.,” 2E 
s,= Saza + 4. E; Ay 
Da nun die Zahlen 
"730° 10 7 VE Sß,, etc. 


eine abnehmende Reihe bilden, so mu[s man nach einer gewissen Zahl von Trans- 
formationen ein A, finden, welches gleich Null ist. Es sei also 


P, = (. 


Alsdann giebt die Gleichung (21.), wenn man n = m setzt: 
DL) . m? ER ER mi 
22) s, -P,-. = 1) ce. 
Dies ist die allgemeine Bedingungsgleichung für die Auflösbarkeit der Glei- 
chung (19). 
sm hängt von den Functionen s, s,, r, ab, und ?,_, muls so genommen 


werden, dals 


N AR >. 
d s + 2öP_, - ör. 


Y 


Die Gleichung (22.) zeigt an, dafs man für alle s, s, und r, unzählige Wer- 


the von # finden kann, welche der Gleichung (19.) genug thun. 
. a . . \m-1 n2 
Setzt man in die gegebene Gleichung statt e seinen Werth (—1) 5. Pac, 
so erhält man 


2 9. > - er Bi m mo4 E 2 
2.2 zr, pP s.R, == { {) Sn. P 


1 m-1ı? 


welche Gleichung immer autlösbar ist. 
Es ist leicht zu sehen, dafs nd ß, den gememschaftlichen Factor Ba, 
Nimmt ınan daher an, dafs # und 3, keinen gemeinschaftlichen Factor 


unabhängig von a. Man kann alsdann A _,= 1 setzen, 


haben. 


haben sollen, so ıst 2 


m— 


und folelich hat man die Gleichung 


’ ur o / n=41 
: aY- -  .£ un ER . ın a 
Ss. pP <T PPı SP, u ( {) Sn 
Die Functionen A, Pi» Po» "+: werden durch die Gleichung 
Y - DZ R R 
ee Ma ” Pas 
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bestimmt, wenn man der Reihe nach n= 1, 


bemerkt, dafs Pin = 0, nemlich: 


edx 





un 1 N) e 


yvKk 


2, 3, 22222... — 1 setzt, und 


» * 








(D EEE co £) 
Fan er nt 2 Fran) 
Me FE Ip} > Mm) 
Pi “ Une u Fa nat 
) 0 ‘) [) /2 
Pas 2 Al _3 Po -+ Pa 
ii E> 
P,=2u.P,+P,; 
/? — |) ) 
Pan, P,t+P.: 
5 (2 /2 
Pr = 2 A, . P: + P3> 
Fu A) / 
PP = SM .P,+P 
Diese Gleichungen geben: 
pP a 1 
— — Zu u 
p dir (£ 
' 3) 
P, b 
FR 
Fi. 1 
ze #1, + m 2 
Pr 
Pi. l 
u 2 ft h) 
/ i mn-“2 
i’m-?2 N n—1 
A 
nt 
P 
en u 
) u u 
ss 3 
folglich erhält man, durch auf einander folgende Substitutionen: 
Fon 
u A L ie 
/ \ “if 5 J 
pP, ZAk, + 


24, + 


0 a a a 


Man hat also die Werthe yon 2 nnd P, ‚ wem 


gewöhnlichen Bruch verwandelt. 


Ö. 


Setzt man ın die Gleichung 


2? 
R 


Pr , N — % 


IU 


_ 
[1 


7 N 
in 1 


marı diesen Kettenbruch in einen 


Pi 


.- . . —1 . 
für € seinen Werth (— 1)" SS, 50 erhält man 








P ‚dr 
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\ VR 


pP: N—-g.R=(— I, 
wo 
g =2u.PrPp 
Pp,=t. go +B, 
also 


pP: pP 1 
-z=i +- = +— 


7 7 . (#) » 





n ) 
Z — 24 + 1 
p 2 
folglich 
het nr ) 
7 TE 
FE Drug 
21, +. 
{ 
2A 
m- 1 


Die Gleichung: 
pP, N—g. R=o 
giebt 
’p.\® Rh 5 


IT NtFV 


le) 


also, wenn man zn unendlich grofs annimmt: 


> 


folglich hat man: 





RI 1 
Tue 1 
A ‚+ Du-+ Z—— 1 4 
u Du 24, + 


zu, + etc. 


Man findet also die WVerthe von Pı und 7 fiir alle mn, wenn man die 


Be" 5 M 
Function 1} / N in einen Kettenbruch verwandelt FR 


* Die obige Gleichung drückt hier nicht eine absolute Gleichheit aus. Sie deutet nur 


auf eine abgekürzte Weise an, wie die Grölsen f,, u, a ker, 


u 00.0. . gefunden wer- 


den können. Sobald indessen der Kettenbruch einen Werth hat, ist derselbe immer gleich 
Fir 
N 














d 
12 


”o 
5 
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m 


5 
Es sanunre=a, so ist 
s,=(-1)"" a. 
Sobald also die Gleichung 
p, N— 7 A=e 
auflösbar sein soll, so mufs wenigstens eine der Gröfsen 
SS y Sg rrernnenen s etc. 

unabhängig von x sein. 

Und umgekehrt: wenn eine dieser Gröfsen unabhängig von x ist, so ist es 
immer möglıch „wei ganze Funetionen p, und g zu finden, die dieser Gleichung 
genugthun. Wenn nemlich s, = a, so hat man die Werthe von p, und 4, wenn 
man den Kettenbruch 


) 1 
PIE NER 
y . ur —— Ad 
a u — 
2, +. . 1 
en 
ZUM: 


in einen gewöhnlichen Bruch verwandelt. Im Allgemeinen sind, wie leicht zu 
schen, die Funetionen s, s,, s,, etc. vom (n — 1!) Grade, wenn VAR, vom 
2n“® ist. Die Bedingungs-Gleichung 

A E - 

ın 
giebt also an — 1 Gleichungen zwischen den Coeflieienten der Functionen N und 
fi, und daher kann man nur na -+ 1 dieser Coefhcienten willkürlich annehmen; 


die übrigen sınd durch die Bedingungs- Gleichungen bestimmt. 


8. 
Aus dem Vorhergehenden folgt nun also, dafs man alle Werthe von A, und 
’ u ’ odz 
N findet, welche das Differential /R N durch emen Ausdruck von der Form 
R. 
f 





(pP +9 v(h, . N) 
1og ei — 4 YyiR. m) 


integrirbar machen, wenn man nach und nach die Gröfsen s, 5 , s,......5 


L 
unabhängig von & setzt. 
Dap=p,\, so ist anch 
dx 
S — log 


JIY(R,NT 





PYN+aVH,\ 
Ip, YNZgyR,, 


oder: 














da 
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dw ELFRAEN 
- ae — lor 
IY i N w \Y V N —Y hi / 
wo 
23) \ y=o-+r Zn { 
\ I nn 1 
Ju. + Eng 
E3 zu, +. 
1 

| 2m 


wenn man annımmt, dafs Sn — einer Gonstante st. 


VYenn nun fi, ‚N und PP» 9 bestimmt sind, so findet man Q durch die 
Gleichung (5.). Diese Gleichung giebt, wenn man pP, statt p und eo statt 
W 


—— setzt, 


A 


Re. ie BR; 
et eh v 


un [ !N dp,\ 
it 
Hieraus folst, dafs: 
de=6öp, +J0N 1-dg=dyp—dg—1i. 
Nun aber ist, wie man vorhin sahe, dp +dg + n, also 
doeo=n—1. 
Wenn also die Function R oder R,N vom 2 nt" Grade ist, so ist die Function 


e nothwendig vom (r — 1)'°* Grade. 


Wir sahen oben, dals 
RAN 


sein muls; man kann aber immer annehmen, dafs die Function N constant ist 


In der That ıst 





f SA WR (& vN +gvVHh, .) 
p,vN\—gyH 


also auch 





od.r — ! ]oo ® da EN E log (© ’N+-R ‚+2gp, vH n 
V v(R N) \pvA—gy A, p, N +R — 2ypy (R,N)/’ 


Pi heifst. wenn man 


[etzt, 














4 d T 
V R' 
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Es ıst klar, dals p’ und 4° keinen gemeinschaltlichen Factor haben; also 
kann ınan immer 
A 
setzen. Man hat also statt der Gleichung p,N — JR, —= 1 folgende: 
pP" ng; Ai, 
deren Auflösung man erhält, wenn man oben N gleich 1, und A statt A, setzi 


Da NY = 1, so hat man, wie leicht zu sehen, 


> 2 
t=h; t=r h=r-+s, 
folglich: 
Kerr 
— pr _ 
f] ‚ 
7) 24+ — 1 
Ä Zu, + 
a. > 2 
„it, + 
j 
2, 
im 
> 2 
R=r+5 
r 
a=E(-); r =s.u+e; 
s 
rent s=l1l+4 4 
E " 
„| m=Ela)n=u.mre 
£ 3 
\ 
# r —E,S,=Sst4EM, 
u Eu 
u =m=E (>), r zus + 
4 n S n n n 0 
n 
7 ze and 'y = E Al 
n+ ge zT n+1 n— na 
" \ 
4] — A Pen , +: 
| m— 1 \; ın—4 ii m—1 m—i1 m— 1 
N — f 
r = r — sc € 4 == 8 
\ ım 10-1 m—1 ın n—?” m —1« n— 1 
r» £ Jurr aaa a PR a. kn 
Wenn nun N,r, A, A» a SE durch diese Gieielungen be- 


stımmt sind, so hat man! 





te / a"/R 
\ | „Suche — log (- hu 7): 
JwvR p’—gyh 
2 dp‘ 
ge da’ 


/ vo oo = 


wie aus der Gleichung hervorgeht, wenn man N= 1 setzi 


1. 20 
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VR' 
10. 
Man kann dem Ansdrucke 
lo (PX ID + en) 
An vN—yqyÄ, 


eine einfachere Form geben; nemlich die Form 


P, viE + =”; 


log be & A 


PV Y N — 4YV ft, 


= Er) + Hg 


Dieses lälst sich leicht, wie folgt, beweisen. 


Wenn man setzt: 


ZR { 
ef 1 
pP ’ DAL, Age einen 
um zu +. 
| 
Ze RL 
ZA j 
ii m—i 
so ıst, wie aus der Theorie der Kettenbrüche bekannt, 
BADEN es 
Ü ke En r u . Be (a) 
0) u Y PR 
Pa act ur e nei (6 ) 
Diese Gleichungen geben durch Elimmation von «__.: 
L® ) i m—i1 
fa) — # A) u MR 
G ; Pa-i Pa ö nt Knie ee: ni s u 7 
also 
fa) Pr 
u , u Pan‘ ugs = (— 1) 
wie bekannt. 
Die beiden Gleichungen (a) und (5) geben ferner: 
2 __,2 ‚ 2 
un peu Fan au 4 Mn : it ü Ki w 4u,_, P Gun: 
DE CE iD fR) y 2 Q2 
Fa " Fa=t ” u 2 Fans ü a FR AU ni ; Pa- y 


Hieratrıs folgt 


aN—Pß". R 


ın Di 


—ua" .N- $° } A - Fon. {5 N ° 
a e; R + RT (a _,&,,..’V P„.. R + 4 (et 


m=-i m-1 m-2 


Nun aber ıst: 


Pi . N — P . R, —- (— 1)" 5 


m m m? 
2 AT n2 cn m-1 i 
ni 2 N ich j I, Laie (1) ; Gt 
r rn x 
2 > n2 ame 
G_o° N— ai Ri — (— {)” ER 


also. wenn man substituirt: 





& + v ft 
—V R 


„N-P,.R)- 

















odr 
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sn tt N". _ a N — 


i m=-2 u u nn ın-2 


Vermöge des Vorhergehenden aber ıst 


s =s ,„t44u 


ım m—2 i mi mi m-1 


folglich : 


u = (—1)". (@ m-1i Gin N—P 
Es scı 


2, =, VYN+P,vH, und 


so erhält man, durch a 


J 
Im m—1 m m-1 N 


+ (a 


P mi Fat I up m-1 


Es war aber, wie wir sahen, 


m—1 
4”. —=(—1) =“ & 


” VRR 95 
{ mit mi 


> 
mis m—1 m — t 


folglich Ist 


. . u Fa 1)" (r + Vf), 


m m 


und auf dieselbe Weise 


/ ri u mei, >\ 
Gt Ba =(—1) („—YR) 


Hieraus folst, durch Division: 


m m— 1 
‘ >», 
ku: m nr rn 2 R 
das heilst, wenn man mut —— multiplicırt 
mut 
Pr j > 2 
. zu Seit / _ V h ‘m _ 
ee; 5 
Ev m Fi V R [v7 m—i 
Setzt man der Reihe nach 
me 3 Fried 


so erhält ınan 


eL mE u Gr WEL WE ur Er TE 5 0 3 DE io 3 om 


woraus leicht folet: 


R)— As _,m 
— 4s m 


m-ıl m-2 


7, =a,/N— 
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b4 


wol 


dor? 


R). 


P„VR,, 


.. ® 2 P,) Y(N R, ) 


va 1 


R,=(—1) ET 
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„+ VR tyR 
a IE | 


nn un 


ann lt V N Ri V R, s 


I 
2 avyvN\+p vH 
und wa v3 os 
ii DV ö mV n, 
also 
av NHß,VR, tVN#yR, r+yRrtyR rutVYR 
77,5 Wr Ebd. BE. — Mi u 


av N PN Rn,” L ‚V4 Y y ft, r, -Y kr u V —yKR r—_vKR’ 


und wenn man die Logarıthmen nimmt, 








’ avyvN+PRYH, 
206) lo« e- —— 
AV a u v h, 
NV RN ty di tv HN (rtv RN 
=log| + log (; lo. + log( ..+log 
> NY R \r—y.K/ O\r,—y BR) \r vr’ 
wie zu a war. 
BE, 
ng a, VNHP,VH, 
Difterenturt man den Ausdruck 2 = log ( .), so er- 
Sa YN ZB YK, 


hält ıman nach den gehörigen Keductionen : 


a,da)NR,—a,ß,(R,dN— ie 





2a dB. — 
m i m im 
dı= (a: 
Nun ıst 
Pe 
ın 


also wenn man 


” R, m (1) Ss 


.N-P%.R).YN.R) 


2° 











| a dp (R IN — NdR,) 
7) (Ne, a2, BE) N ß, 
IN ‘m (% dx P ma 2) u Se da 
setzt 
En dx 
dz ==. —— 
s,v(N.R) 
- k On ° dx 
und 2 En s,v(N. R,)’ 
folglich 
I“. d: Ü a,VvN+ AV, 
J5,v(RN "\avN—RBvVR 











vdz 
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oder: 
s) Om dx 
2 YKk 
tYN+YR\ ir -ry IN +y R\ Gt) 
= log | --— Joe (4 — +1 +...+ log — )- 
seyn -yR)* CE) eg purz } BEIFE 


In diesem Ausdruck ist s,, höchstens vom (an — 1)" und o, nothwendig vom 
(n—1 + ds) Grade, wovon man sıch auf foloende \WVeise tiber; eugen kann. 
N I ” 

Dilferentirt man die Gleichung 
AT; 2. mW __ re EURE, 
29) en h N 2° ? fi, Puzur ( 1) : u 
so findet man folgende: 
oO y , m- 1 
2a Nda +a dN—2P dB R,—P, d R=(—1 ds, 
nm m nı m i m ın 
oder, wenn man mit a N multiplicet t, 


2 W/ON  , 2 ; >. n2 a TE mi Ar]. 

[6 u A (2X da +«,dN\N) = Pin d3,N R } Pt ,NVIR, =( 1) a N ds, 

Setzt man hıer statt a NV seinen Werth aus der Gleichung (29), so erhält man 
(1775.02 Nda, +04) 


+ 202 VR,B. de, +4, PU dN- 24,d8 NR- PB, NAR,) —(—-1) a Nds 2 
das heifst: 
p (2, dB, — Bade )NR, — nm (RdN— Nd R,)) 
— - "7 (mV da,, +a,4N) — a. Nds,). 
Nun ist, vermöge der Gleichung (27.), die Grölse linker Hand gleich 


2.01)" oda, also hat man 








| 2Nda, . a,dN Nds, 
30) Pan Om Im (- re da m da 


Weil nun ds, <n, so ist die Function rechter Hand, wie leicht zu schen, noth- 
wendig vom (ds, + IN + da, — 1)'°" Grade; also 
md + IN rt — IH — 1. 
Aber aus der Gleichung folgt, dals 
2da, td N =29P,+ IR. 
oN+ Jh, 


also ee — 41, 





oder, dad 9 N + dh, = 2n, 
Oo =0 Sm u ’ 
das heilst: Q,, ist nothwendig vom (ds, + rn — 1)" Grade. 


> cc ” 
Daraus folgt, dals die Function — vom (n — 1)!®® Grade ist. 
5 


rr 











edr 
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Setzt man in die Formel (28) N= 1, so ist t, =r, und also 


.dx ’ h 
m da _ | rhYR ut yR\ ty R 
fi Re Zya)+ie( —yR re) 


wo, zu Folge der Gleichung (30.), 














da ds 
i ze De on u ee - 
Pr * Om 'm x "un 
Setzt man ın dıe Formel 
: m “ao: a, 
50 ıst: 
0... da IYN+YR R rn tv R 
32) / wi — —loo (7 ıV_ Y N 7) +log EI) +... 410g (= v z 
ay R /YN-— or —yR r.—_v KR 
wo 
D .o =a.(2N.- Bn.. a =). 
i ım ım dx m dx 


und wenn man N = 1 setzt, 


Om: (dv /rH+y R\ (2 uwV m e mty fh 
Bkz ehe IyR)t- +) 








2 da, 





u 
Sm 3 dx 


i ın 

Dem Obigen zu Folge ist diese Formel eben so allgemein als die Formel 

E 

| F 2 rdx ’ 
(30.), und giebt alle Integrale von der Form TR ‚woound R ganze Func- 
tionen sind, die sich durch eine logarıthmusche Function von der Form 
p+ ya \ 
0% ) 
B (7 —qyKhı 





ausdrücken lassen 


Ö 
. . . . N . 1° ie 
In dem Ausdruck (28.) ıst die Function ‘z durch die Gleichung (30.) gege- 
"m 
ben. Man kann aber diese Function auf eine bequemere Art, mit Hülfe der 
Geile t., Fu PR: a A ein ausdrücken. 


Man bezeichne die Function 


log 5 ee =F durch z, 





„—yR 


so erhält man, wenn man das Differential nimmt, 

















® ) !r m 
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dr +: nd dr _—; - 
un YR_ m "YR, 


de_ = | 
” nn tvVHh rn —_vYh 


oder, wenn man reducirt, 








rm 


Im: dR—2Rdr, 1 





de_ == - OR SE 
ım en > > 
er vh 
Num ist, wie wir vorhin sahen, 
r —_—— A 2 y‚ ‚ 24 
Sm w- Sm-2 +4 Fr E” "m-ı 4 Sp-1 E Fan 17 


also, wenn man mit s,,_, multiplieirt, 


» . ” » h ß . “ 
Sn’ ’m-ı In-ı " >m-3 t ah = y Tan 4 TR 1 Mu ’ 


das heilst: 


» n au Ta R 2 ct He In 2 
Sn . sn un Sm-ı . Sm=-2 ” ah (23,1, Um ai) 
Nun ıst 
—— nr) —— * 
En  Sn-ı Hmn-ı Fi , 
lolelich, wenn man diese Gröfse substituirt, 
2 ‚2 
Im 4 Imai = a Gt us RT Te 
woraus man man durch Transposition 
2 2 j . 
an + Sn ; Sm-ı Br un" „ Sm-ı f Im 2 


findet. 
Aus dieser Gleichung folgt, dafs r’, + s,, : s„., einen und denselben Werth 
für alle zn hat, und dafs also auch 
» » 
T mn + Sm Sm-ı 
ist. Wir sahen aber oben, dalsr °+ss, = Ü, also auch 
qQ, j u i i 
34) Rz eh 8... 


Setzt man diesen Ausdruck für R in die Gleichung, so erhält man nach 


Di 


[73 
=[r, +s,s 


gehörigen Reductionen: 


} 2 dr, ds. Fan ds, = 

de’ BE a u) 

ir » 2 a > 
Rh u. % fi Sa-ı VHh 


Da nun 
rn | Sm-1 Un ee  n-3 
. . ds, un . 
ıst, SO geht das Glied — —— 75 Ir) 
Es ydhı 
ds, - 1 d Sm -1 en - 1 
En ZA, u TE Rz = ; 15 
Y ı Im -— 1 Y ı 


über. Also erhält man 
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A -- (2dr — Ju ): ER DEREN ds. Fr ana m -1 
2 m ‘ m-1 ‚ ls m-1ı : . » 
ZR Sn V It yYR' 


und durch Integration 


“ds r ’ 
or m m ’m -ı mit 
35) / — ‚ ——o—z. + (zur — 2u ds \n+f - 
» f m nı 6 m LT m-] 
o Mn Y fr 7 f h ’m-ı Y R' 
Dieser Ausdruck ıst, wie man sieht, eine Reductions- Formel für die Inte- 


f . ds, To . . ’ds,, m 
orale von der Form -—— ,——, Sıe gel bt nemlich das Integral _—— .—— 
® Ss V h Ss ydı 

ın 


durch ein anderes Integral von derselben Form und durch ein Integral von deı 


‚ "dx \ . . . 
Form —,, wo Z eine ganze Function ıst. 
vd ‚ 

© 
Setzt ınan nun in diese Formel statt m der Reihe nach m — i,m—2 
;, 2, so erhält man zn — 1 ähnliche Gleichungen, welche folgende 


0, 63 J c 
wenn man bemerkt, dals r, dasselbe ıst wie 25 u — r , das heilst, vermöge 


ey.» 


Sehen, 


der Gleichung 
r tt N =2su, 


1 


dasselbe wie — 3 Y 
ds, Rn Is t. N 
/ —,ı=—(z u BE 3 5 MU RE + z,) (2.4 
j l Mi vH 


4- / 5 (dr, + dr, +dr, +... +dr  —uds —Au,ds, — u,ds, a — ud I )7 Rk' 


® 
"da ii ‚N du ni 
— _ Te :Juciren. Differentirt man 


Man kann nun ferner das Integral — - 
hi yYh 








nemlich den Ausdruck 
ia € vN+-yhRh ) 
= log 
IYN — V ft, 
so erhält man nach einigen Keductionen: 
— 2dt NR, —t(RdN—NAR,) 
dz = ——— haut A 
dt, N—NR IV fh 
Nun ıst 
R=1'X+s. 
Substituirt man also in die obige Gleichung statt 77, diesen Ausdruck, so findet man 
{ ds tN 


z=(2Ndt, +tdN). — 4m 
et u 50 > dere 


folelich, wenn man ıntegritt, 
2] 4 


is N N ‚ 
Kae I__ m u 2N INt . ———, 
/ re +| (2NXdt, +.dNt,) VRR 


Da 











12 
j od. 
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a ls 
Dadurch geht der Ausdruck für ii n nr; ı ın folgenden über: 


ds, r, 
JE BR RER DU 0 RE Er: +2, 
+/2 (N. lt +31,dN+dr + dr, +...H+dr, „—uds— u,ds —u,ds,—...— (u ds.) 
das heifst, wenn man stalt z, 2,, 2,.....-. ihre Werthe setzt: 
’ a ds, n 
36) f | 


> x 
r ] X Fi R 1 h 
—/2(Nat, } st, dA j dr, } dr, u ne .. { ar - tas u. tuds, u 3 ds ). 


/tyN-+yHi, ‚tvV/ R\ ya rpy E 
— log | R) um log (" | I ORT 2 Sc Kae 


u u )— log (= 
P\tyAX—yHR r,—y R/ o\n—yR) P\r —y KV 


- 1 








Diese Formel ist ganz. dieselbe wie die Formel (28), und giebt: 


O0 ä 


ds 
« S ‘ 7 ’ 1) / 
37) =— + 2 (Nat, +3 t.dA+ür, T..+dr. — uds— u.ds, ee ) 
s R. 2 n ‘m 177 

in m 





Der obige Ausdrtck erspart aber die Berechnung der Functionen 7 und P,, 


,, r 


Wenn nun s, unabhängig von @ ıst, so verschwindet das Integral |< - 


„? 
m Y fi 


und man erhält folgende Forme!: 
38) Szre. !N +Ndi, +dr, +dr, + td —uds— u ds —...— ı ds ) 
i m—1 m—1 


'N+YR\x +y I /r,ty IR r ty A 
EN m - +loo un - )+log! T% v a. Ba u, "\ 


{ VvV N—Y hi,’ = \r — (4 7 / oO \ Fr V I \ +, f y 








Wenn in dein Ausdruck (16.) V=1, so ist /, =r, und folelich: 


ls 
30) I1=.- TR =f2 (dr-+dr, + dr, —-,. .tdr, _ uds ii ‚ds ee 4,ds,) 


/r + VI I\ /F —- V fi\ en + V fin 
En — Jon (- 


in, RR uf li, “\y _y RW)’ 


— log 


und wenn man hier s =ua setzt: 


[2 (dr + dr, ” dr, +... dr, kat wuds u. ai,ds, a lee Uni ) 
40) Bo (= V- er + log f! Pin. | RN des a et: mr v \ 
” r —yY RR) ä —-Y li / . \n ww. lt 


_ 
- 


Dem Obigen zu Folge hat diese Formel dieselbe leiiiuch wie (35.), 
I. 27 











dr 
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| Idx ) . ’ 
und giebt daher alle Integrale von der Form 7’ wo feine ganze Function 


ist, die durch eine Function von der Form 











/p + AV R 
log { 
. 5(» —yy KR 
ausgedrückt werden kann. 
13. 
Wir sahen oben, dafs 
V , EEE. | 
dr: Zus 2u + —— 41 
Zu, + N 
„, 2u, + 
, Zu, + ete 
also, wenn man N = 1 setzt: 
‘ | 
yhzr+ ——— 4 
Zu + ——— 4 
2u, + _—— [ 
2m, + 2— 
2 2A, +. 
Im Allgemeinen sind die Grölsen #, #& , ®,,...... # von einander ver- 


schieden. Wenn aber eine der Gröfsen Sy Sy Sn ern eS, unabhängig von 
2 y > % 


x ıst, so wird der Kettenbruch periodisch. Dieses kann man auf lolgende 


Art beweisen: 

Es st 
„2 h Be Se 
a ta Kant’ «35, 
also. wenn sa, 


ar -"=s— as, 1, >= (ar +r) (AR r). 


Nun ist dr, = dr, ds <dör, ds... < Ir, folglich kann diese Gleichung 


nicht bestehen, wenn nicht zu gleicher Zeit 
r er. $ = —, 
m+1 m+ı a 
Da nun 


u. E "mt 


1 
m+tı 9" 
Smtı 


E(-\ 
u Kz/ 


so Ist auch 


I 


m+tı 


das heilst, weıl K|- ) = m 
=3 
u GER, 


7 
"myrı 








4 > d. 
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Es ıst ferner 


) . hu? 
S 4 — 
ın+ 2 ’m + Fe ntı "n+tı Fe ntı Sm}? 


das heilst, weil ST Tapı T, kyı Tar, 
St, = a (1 + 4er — 4u's); 
tolglich, da s =1+4ur — 4es, 
Smt 2 = U J, . 
Nun ıst 


= Da 
—_— 


' u ER ) 
> ee [77 um 
mriı'mtiı "mtı rs ‚ 


"m+ 2 
also, dar =2es—r, 


’ 


Daraus folgt ferner 


also: 


Setzt man dieses Verfahren fort, so ist leicht zu sehen, dals allgemein: 


ei 
m 


’ r " . 5 — U .S 
41) myrn n—1 ın+n Je 


| 


F — (dA U n-1' 


n+n 


l 
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Das Zeichen + muls genommen werden, wenn zı serade ıst, und das Zeichen —, 


wenn 72 ungerade ist. 
Setzt man in die Gleichune 
ge u. °>m=1 ’ın u, ” > 
«a statt s,, , so erhält man 
ern tn=s-a.s 


Hieraus folge: 


Nun ıst En > Ei — ‚also 


ılı 


das heilst 


Ferner hat man 











.d. 
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2 . s LL 
PT RES u FE 
A  - 
das heifst, da ImzT°,.-ı1 = 5; 
.- a 
) 


r-t+r — . PP 


ım-1 


Aber r+ r =2s#, also 
‘) 
PTR 
——— ES — [77 en 
m“2 £ — 7 (: mei a ) 
Nun ıst 
2 . _—— € 
ET m-I ER u. a, 
. er , 
das heilst, weil s m —_ 
me-L1 A 


\ R) 
f . : . f . a ” \ , . Sabine » 
Bus Y,) Um- N.) (as, : 


I A nı=%& 
Wır sahen aber. dals 
RR, 

; — m LL u (26) 

ın-1 : Br na ( 1 a. , 
ılso, wenn man substiluirt. 

) { - m . Y | LL in 4 Li paar i u EEE R 
” mt+ı ” ".) ( m-1 ei ) FR -R’ 


Da nun d (ru, # ’.)>0las 5... oieb! diese Gleichung 


AL ae GP R. - (IS 
 m-1 2 me-1 ı? 


lolglıch auch 
a un 1" 


Durch ein ähnliches Verfahren findet man leicht: 


r 
ed s u - Ss‘, X — - 
m- 2 2? ımn-53 dl m 2 9 
7 Ei e 
und aliVvEIDCITN. 
- q 
/ we I sc a dd Ss 
)) In 1l n— 1 D-n n— 
12 ==. 
m—-n Nn-— 


Fs sei nun: 
A) m eme eerade Zahl, = 2% 
. an 1 . . 1 ’ .. 1 vi m ‚ \ 
In diesem Falle ist leicht zu sehen, dafs, vermoöoge der Gleichungen (-41.) 


} ’ a Y ..e" ” . » o C , , 
und (42. ), die Grölsen F, 7 ,T,sF, «sr, 9, 8,5 Sr M, MR, MM 


'sende Reihen bilden : 





er SATTE; f 
1 2 2 f J 
3 
u 5 5 Le — dA 
I - 1 A 
KH ] 
s & LL 1 .J]% 
ee , 2 
dd dd 


. ( 
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ar 


2 ...2k—2 2k—1 2k 2k+1 2k+2...4Ak—1 Ak Ak+1 


1 


dd 





Ak+2 Ak+3 Ak+4 








} ) r r r 7 elc 
£ 1 1 2 
$ s l $ $ S elc 
1 1 > 
[77 kL . 7 % N » 
' r t „ö e el« 


B) Es sei zu eine ungerade Zahl, = 2% — 1. 


. . « # & . y [3 
In diesem Falle geben die Gleichungen 


elc. 


gr 
Fr 


) 


1 ik 
S — U $ und $ _G0 N 
nn n— 1 >%k—n—1 n—1 
ur n =“, 
u a _— ıt In r 
Iolelich 
Be 1. 
us a ’ ; i y ren 
Die Grölsen r, r, eic. s,s, ele. 21, fu, elc. bilden also foleende Reihen: 
‘ .ı 32 ‘ ‘ f ‘ ‘ / i 
012 ..k—-2k-1h k-+1....2k—22k—12k 2k #122 etc. 
. . } I . . 
’ N N”, ver Fa; ai a ' ‚ 5 # 2 
< > © = ’ p) 
Pur Me Zn ur er k-2 "k- | 
N 1 4 f { 4 ij 
ul, MA, le A, An Al A ! AL AL fi 
sr are <ıpl | . Iafe wo rg ler Grölse U f abhäneio 
ileratıs Sick man, Adai5s wein elite dcı ‚lvuiseh 5, $ I: tnabhanei 
. . 1 > P . . I 
von x ıst, so ist der aus V fı entstehende Keltenbruch ItNlileT period 1S«t h, 


== d, 


. » 1 ” 
hal allgemein folgende Form, wenn s,, 


N 
yfizr+ Iu Wa AU 


3 
.. 1 r . 1 


1 
DER 


und alsdann 


’, m 
1 


DI — 
[er — 


’ 


\‘ enn zrı unN?eraue ist, so hat man überdem 











ed 
V R [ 


Das Umgekehrte findet ebenfalls Statt; das heilst: wenn der aus y FH entste- 
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hende Kettenbruch die obige lorm hat, so Ist $, unabhängig von x. Denn es se] 
R n 


so hat man, da 


m "mim m? 


„—_ m ;2 > 
m Ad m t&, 


Da nun Zr + Bu wo d er od r, so ıst klar, dals auch 


m-1 


r„z'rty,, Wo öy. < dr. 


m 

Dadurch wird die Gleichung 

> 

r (1 u ie — N 

PR / m /m’ 
[olelich: 
wie zu bew sen war. 

Verbindet man nun dieses mit dem Vorhergehenden, so findet man folgen- 


den Salz: 
„Venn es möglich ıst, für og eine ganze Function von der Art zu finden, dafs 


(= L ytyaN 
(O7 —— 
IR UTEIR 


so wird der aus Y#R entstehende Kettenbruch periodisch sein, und folgende 


„, 


„Form haben: 


V B=r+- - 3 


Zr — 1 
2u de NORE. SEHENEN 
24, +- etc. 
„und umgekehrt, wenn der aus V fi entstehende Kettenbruch Form hat, so 


„ist es immer möglıe h, für oe eine ganze Function zu finden, die der Gleichung 





oda uYäN 
he UNE VOR | 
€ Y fh tr R/ 
„genuethut. Die Function y ist durch folgenden Ausdruck gegeben: 
4 
an ee A 
2A 7 — 1 
a —— 
Zu, +. 4 




















dı . 
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In diesem Satz ist die vollständige Auflösung der im Anfang dieser Abhand- 


lung aufgestellten Aufgabe enthalten, 


13. 


Wir haben geschen, dafs wenn s,,_, unabhängig von « ist, allemal s, = sy _.; 
und wenn s,, unabhängig von # Ist, 5, = € s,_, Ist, wo € constant ist. Das Um 
sekehrte findet ebenfalls Statt, wie sich auf folgende Art beweisen lälst: 

I. Essei zuerst = S,_. 
Es ıst 
2 i ” BE ; 
tr hs an th K-n 
also, das, = asian 
d ua ST, 
Nun ıst 
N, = (u .5. + & > 
u. Tune Sur & 29 


tolglich 
Ta I 55 Me) HT 
Aber 
nn Kaznı t2&-0 
lololieh, wenn man substitnirt, 


ze ee 10009 Dr iD ER TR 


Diese Gleichung giebt, wenn man bemerkt, dals: de, — ds: de, Ss... 


am iu, >78 


4 = , 
4 N - 





Ferner ıst nn 2% also, vermöge der letzten Gleichung, 


. — zo , p 
kr — Ip BA 


das heilst, wel nn _,=n_. — 2? 


Nun ist 
2 . » —— * . 
ap DK Sktı oa P Skoa - Sk-3> 
also, any, nn. 478.» auch 
kp 95° 
Verbindet man diese Gleiehung mit den Gleichungen 


s AN R ar | R Fr ; 
"g+2  Utı + Krı F &rı ulmd Ns ll: A-5 t 


so erhält man 


mem 


"Ktı — Pr Pe Sk+ı (ırı CE Al, _5) -4- ktı EL-5° 











» . u / 
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VR' 


Nun aber si 


r N Ber ne . ——— . BER F 
krı Tk=2 und "k-2 Tk=3 GEL .n 


5? 


folelis h 


I=sn kp Te) tan Fa 
Hieraus folgt 


u zu 


£r — Lo 
ktı k-5? "k+ı ELnZ° 


Fährt man auf diese Weise fort, so ist leicht zu sehen, dafs allgemein: 


179 nn — 


. a Re _. 
ktn k-n-1? k+n k-n-2’ ”k+n a: EEE 


Setzt man in die letzte Gleichung » = k — 1, so findet man 


SS, =S_:- 
Nun ist klar, dafs s_, dasselbe ist wie 1; denn es ist allgemein 
RE er > Sr 


rn 1 mut? 


also, wenn m = 0), 


Aber R=r"+ s, folglich s_, = 1, und also auch 


oki = 1 
U. Es sei zweitens , =cs,_, 
Es ıst 
 — F } ! | & > 6 \ £ 
„=. tr& und n_,=M_,:5-, #&-ı; 
{olelıch: 


Nun ist, —n_ ,=— 2&_,, folglich 


Diese Gleichung giebt 


- 
« 


1 u LL in DE m 
k et ©. 
Da nun 
— — _DN ’ FR — _. 0 
r er — u kı .—_— mu 
er ı1°,° 
‘oO erhält man dmri il \dditıon 
7 ni 
k+i B 
Ferner ı 
n,., tr 4 © un; LT WER) 
also, (id kr; = Pe. SL. — { er 
1 
h) —— S, 
k+i ı -2 


Kilıri 
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- 


Fährt man auf diese Weise fort, so erhält man 


— 2 


._— 
v 


Sok m C R 
also, s,, unabhängig von x. 
Diese Eigenschaft derGröfsen s, s,, s, etc. zeigt, dafs die Gleichung Ar 
. BE . - “ . f} . 
mit s, = a='.s,_,, und dieGleichung s,_,=1 mit s, = s,_, Identisch ist. 
Wenn man also die zu S,, — @ gehörige Form der Function R sucht, so kann 
—- . B 
man statt s, = 4,5, = a”. S,_, Setzen, und wenn man die zu der Gleichung 
5; = 1 gehörige Form sucht, so ist es hinreichend, s,=s,_, zu setzen; was die 


Iechnung sehr abkürzt. 
10. 
Vermöge der Gleichungen (41.) und (42.) kann man dem Ausdrucke (40.) 
eine einfachere Form geben. 


Man erhält nemlich: 
a) Wenn zn gerade und = 2% ist: 


2(dr+dr,+....tdr,_ tadr, — uds— u,ds —....— u,_,ds 7 F 


43) er > 
! | ” (+ tie (+77 er log (IE) 


b) Wenn m ungerade und = 2k — 1 ist: 





Jura +...+dr,_ wuds— u,ds —..— 805.03, d TE 


44) ! 1 Br R 
a  ) 


17. 


Uin das Obige auf ein Beispiel anzuwenden, wollen wir das Integral 











oda 
/ y(atax +Pa”Hya+ 0) 


nehmen. 
Hier it $R= 4, also sind die Functionen s, 5,, 8,» Sy... ... vom ersten 
Grade, und folglich giebt die Gleichung s, = Const. nur eine Bedingungs- 
Gleichung zwischen den Grölsen @, P, y, 6, & 
Wenn man 
"tan +pfatsyırs=ltractb’ HcHer 


28 
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selzt, so hat man: 
r=a’ tax +rb, s=c-+tex. 
Um die Rechnung zu vereinfachen, wollen wir c = 0 setzen. 
Alsdann ıst 
= ex, und folglich 


r ‚(2 +ax+b 
a=E(-)=E( ); 
Ss ex 


4 h dA 
u= - +—, eb. 
e e 





das heifst: 


Ferner 


r =r—2e = 2” —- ac +rb — 2b=a” rast, 











} zt+a 4b 4ab 
s, =1l1+4u=1+4b. nn, ec! 
e e e 
"rar —b . 
r = e e 
= Ei-)> Ex 4b dab = — , ve ——, 
a (5) —.7+— +1 4b 166° 
€ e 
ae e® 
ur us, u ——b, 


: u Br 4b 165° 


2 3 5 
ar e e ae e 
s,.=s+t4eu = (+5) z—- (7 7 + Du b). 
2 ui Ab” 165’ 4 16? 1b 166° 


Es seı nun 


Erstens: s, = constant. 
Alsdann giebt die Gleichung 
4b Aab 


s = —ır — +1, 
€ e 


Im 
> 


folglich 


= 2(dr — Z4ds) lee log CF), 
® N \ 


. r-t+a 
das heilst, weil um —— 








x + a) da f& +ax+ 1) 
— lor - 
mare x + ax) +ex) " a" tax —yh 
Dieses ea findet man auch leicht, wenn man Zähler und Nenner des Ditfe- 
rentials mit & multiplicırt. 
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Zweitens: Es seı s, = constant. 


In diesem Fall giebt die Er welk=1, 

’ +yYR rt+yR 
2(d 1d ——_ = log (- V +3 \ 
f (dr + ad, — — ads TR 5 (- 7A) log Ce ) 


Nun aber giebt s, = Const., s, =cs, also 


Ab Aab 
-— ,r-+. 
e e 


Aab 











+i=cex, 





folglich die Bedingungs - Gleichung +1=0, das heißs: 


ee = Aal, 


tolglıch 
R=(a"+ax+b) — Aabe. 
ta 


Da nun ferner u = STH x tas +b,r =a”+axr—b, so wird 





die Formel: 
[: (Acta) da Er (er A ei "+ax—b4Y Ri 
DJ us r - > 2 00 
v (@’+ax+b)’—4abz) U +aXwx+b—-yKR/ ° ve +ax—b-y R)' 











Drittens: Es seı s, = Const, 


Diese Gleichung giebt s= s,, das heifst: 
ae e* 
m; + am“ b=0. 


Hieraus findet man 
e = — 2 (a+y(a’+4b)). 
Die Formel (44.) giebt folglıch, walk = 2, 
(a-+jaz ı/ (a° +4b)).da 
ER +ax +4)’ — 2) (av ((@' + 4b) ..: v) 
a" +ac+b+yHh tax —b+yR 
gr ++ log 3 
log ee) “ a) 
itz.Ba=0,5b=1, so erhält man u Integral: 
f (5a — 1).« 
v (la +1)’ — yr 
= (& +1-+y ((@° ER 1. (C —1+Y (@’ +1)’ 4) 
+1 y (@’ +1) ’—4r) Fer 


Viertens: Es sei Ss, — (onst. 
das heifst: 




















I 














Dieses giebt s, = cs 


1 ’ 
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[2 


ae, 3 . e (er )=i2.. 2 Aab 
b’ Ab) 4b 3r er ’ “ e + ).° 


Hieraus erhält man, wenn man die Coefficienten vergleicht und nachher 





c eliminirt, 





ea, de _ 
(e+4ab)' Halten b). 


(e + 4ab)’ = 16b’ — e(e + 4ab), 
e + bab.e= 8b’ — Sa?l?, 
e= —3dFy(l’ Ha) = —b ((3a E/ (a + 82). 
Vermöge dieses Ausdrucks giebt die Formel (43.) 
/ (6% +30—3y(a’ +55) dx) cha ( +ax win Me 
V ((a’+aw+b)’”—b(3a + yY (a +83) ©) zu uU tax +b—y Ru 
ehe (2 ee) (ee u | 

a’ +ar+;(a—y (a’+30))—y R 


Setztman z.B. a=0,5=}, so bekommt man: 


’ d(ari)de BR 241, /(2’+2° "+0+)) 
yx+a’+2c-+}) 0 (7 +3 y (a +++ En) 
- u a - 2 fi 
£ilo (nee ren + log (- "ty (a +a’+a+)\ 
= 100 I —— - . 2 . —, 44 = rn r 
Pat ylatztar,V) 7 ar ++) 


Auf diese Weise kann man fortfahren und noch mehrere Integrale finden. So 


165 


























z. BD. lälst sıch das Integral 
(2 +:2).da 


Sv ((@ N +00 .2) 


durch Logarithmen ausdrücken. 








" R odıv 
Wir haben hier die Integrale von der Form [ RS gesucht, die sich durch 


eine logaritimische Function von der Form 


los ptgyY KR 
o kan, R 





ausdrücken lassen. 
Man könnte das Problem noch allgemeiner machen, und allgemein alle In- 


tegrale von einerlei Form suchen, die sich auf irgend eine WVeise durch Loga- 


rithmen ausdrücken lassen, allein man würde keine neue Integrale finden. Es 


findet nemlich folgendes merkwürdige Theorem Statt: 
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„Wenn ein Integral von der Form 
odx 
JvYK 
„wo go und AR ganze Functionen von & sind, durch Logarıthmen ausgedrückt 
„werden kann, so kann man es immer auch folgender Mafsen ausdrücken: 
f 2 an (e + v5) 
JvHh >\p—qy KV 
„wo A constant ist und p und g ganze Functionen von & sind.“ 
Dieses Theorem werde ich bei einer andern Gelegenheit beweisen. 














DD. 
Bemerkung über die Lagrangische Interpolations - Formel. 
(Von Herrn Prof. Dirksen.) 





uni kommt die Bildung der Lagrangischen Interpolations - Formel 
auf die Lösung von folgendem analytischen Probleme zurück: 

Man wünscht eine algebraische ganze, die (n — 1)!° Ordnung nicht über- 
steigende, Function von x, die hier, der Kürze wegen, mit f(x) bezeichnet wer- 
den mag, zu finden, so beschaffen, dals sie die Werthe A,, A,, "EEE 
FE Am liefere, wenn man darın für & nach und nach die » Werihe 


AL 


m ee SR substituirt. 


Besen, 
Der Forderung nach ıst 


[)=M,+M, + M,"+M &+.... Me" +..,.M_x 


eine algebraische ganze Function von der (rn — 1)'® Ordnung; und da das Pro- 


n-=1 


duct aus den nFactoren 
x — ud. U TA, ET A yererie ER 
die Größe (a—a,) @—a,) (@—a,)...... (e—a,) .run..(@—a,_,) nament- 
lich, eine eben solche Funetion von der n!®* Ordnung ist: so wird, der Theorie 
der Zerfällung gebrochener Funclionen gemäls, der Bruch: 
f(«) 
(7—a,) (@—a,) (0—a,)....(7—a,).... (aa _,) 


C C C, C C, m 
ln oe t_ + — + - +....—+....- 

















gleich 


—a, x—a, u FE nl C—a, z—a_, 
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gesetzt werden dürfen, wo ganz allgemein C, von x unabhängig ıst. Demnaclhı 


hat man 
) Sd=C,a. —a) (a —a)..: (ma)... (a —a,_,) 
+..C(z2—a, (ea) (c—a,)....(c@—a,)...(2—0,_,) 
+...C,(@-0,) (2-a,)(@-a,).. («—-a, aa...) (*®-0,_,) 
+... CL @—a,)\@—a)@—a,)...(2—a,)...- (a—8,_,): 


jolglıch, anz allge mein, 


f(a,)=- RE REN, ). 


| 


endlich: 





#- 
I Se | 
(a, —a)( a,—a,)(a,—4,)....(au,—a, au Guy) (Ga —a__,) 
Substituirt man dich Werth für C, in die Gleichung (1.), so kommt 


er, "a (va a r—a)(v—a,)..(7—-a,_,) (va, ,)...(@-0,_) 


F (a.- a (a, —A (a a). .(0,—0,_,) (2a,— d,,)-- (Qua, 








si ee 


oder, ın entwickelter Gestalt, 




















Re («—a) (c—a,)(r—a,)....(©—a,)....(2—a,_,) 
P (a,—a,)(a,—a,)(@,—a,) ..-(,—a,)...-(a,—a,_.,) 
(v—a,)(e—a, (wa, )....(2—a, nie ) 
+4, in 
(a —.a,)(a, —a,)(a, —a,)....(a, —a,)... kam ö 
4 (a—a, )@—a,)(e ein). Aa ..(2—a, w 
a (a,—a,)(a,—a)(a,—a,).. .. (a, —4,)....(0,—@__,) 
BR («—a,)(e—a)(@—a,)....(@—a, )(z—a,,)....(7—a,_,) 





'(a,—a,){a,-a,)(a,— a,). .(a,—a,_)(@, len ww (a,—a,_,) 


(«—a,)(2—a) (2 —a,).... (a—a,)...(zx—a,_,) 
1a _ —0,)(a,_,-a)la,_,—8,)---- Fl 6 FT Wo -a,_) 


welches die bekannte Lagrangische Formel ıst. 








+ A 
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21. 


Ein Kennzeichen der Grenzen der Zahl der reellen Wurzeln 
einer beliebigen algebraischen Gleichung. 


(Von Herrn Louis Olivier.) 





” 


Aus dern bekannten Descartes’schen Lehrsatze: 
„dafs die Zahl der reellen positiven Wurzeln einer algebraischen Glei- 
„chung nıcht grölser sein kann, als die Zahl der Wechsel der Zeichen, 
„und die Zahl der reellen negativen Wurzeln nicht grölser, als die 
„Zahl der Folgen der Zeichen ihrer Glieder,” 
läfst sich, wie folgt, ein Kennzeichen der Grenzen der Zahl der reellen Waur- 
zeln überhaupt, also auch der Zahl der unmöglichen Wurzeln herleiten, des- 
sen ich nirgend erwähnt ocfunden habe. Ich theile es für den Fall mit, dals es 


wirklich nicht bekannt sein sollte. 


Es sei die Gleichung 
2 1—6 n—2 n—3 
I) 2 a2: az ı a8 Baurccıı a,=0 
. ® i x : . . f r i p 
gegeben, wo n eine ganze positive Zahl ist, und a, a ,0,,Q.,...... a“ 


reelle Gröfsen sind, die auch Null sein können. 
Man setze = — v, so nehmen die Glieder mit ungeraden Exponenten 


von x entgegengesetzte Zeichen an. Ist also n gerade, so gehet die Gleichung 


(1.) ın 


n n-1 1-2 n2=)J z 
a9 a, v -+a,v 0,9 tat, 
ist an ungerade, in 
_ n—2 n=J 
— . ) ’ ) EBENE ) > — ” er u  wr =— 
ar ta + a, ta, ta, 10) 
über. Beide Gleichungen können durch 
ni n—2 n=9 
2) a.0t— da. + u ov — (a r | 
0 1 2 ) . 


ausgedrückt werden. Das obere Zeichen gilt, wenn n gerade, das untere, wenn 


n ungerade ist. 
Danıne=—x, so folgt, dals die Wurzeln der Gleichung 


v n—1 a-2 n=3 
3) wa tan — a > —=0 


sämmtlich den Wurzeln der Gleichung (1.) an Form und Gröfse gleich, und nur 


darin von ihnen verschieden sind, dals sie entgegengesetzte Zeichen haben. 
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Bezeichnet man also die an Wurzeln der Gleichung '(1.) durch &,, &,, x 
"ya: ,, so sind die a Wurzeln der Gleichung (2.) 


— > und SUR THE 


2)» n" 


Nun kann man bekanntlich die Gröfse linker Hand ın der Gleichung (1.), 
deren Wurzeln z,, &,, , ‚sind, als das Product 


(«— a) —z) (Ce — x) (:— x) 


betrachten; also ist die Grölse linker Hand in der Gleichung (3.) dem Product 


URN EN RE. 
1 


(x + x) (© + .) (© + ©,) ee (x -+ X) 
gleich, so dafs 
4) a, +0, a ta," "ro uns +a, 
—ı) (a —a,) (a —a .(2—2)=0 und 
5) a, ee X ae: TR ta, 


= 6 Jay x.) .(+2)=)0. 


Man ınultiplicire diese beiden erh miteinander, 
{indet man 


n=2 Do 
(« Zn + Ü,x + A x 


( 2 } 2 
en N X, 


So 


snun.0 ) Zaun (a,2"""+a,® „ 
) (2° — x, ) (2 — x) ...... 


das heılst: 


> 20 2n—-2 2zn-3 £EN-6 2n-“8 
a.,x + 0,8,% + 0,0,x + 0,0,x PO vo... 
zn=2 2 zn-% zn—-6 2n=B 
+ aaw +0, x + 0,02 ur mi 7% > De, A ee 
2n=% zn=6 2 2n-8 
+ aua,r + a 0,x ta x Bulaa 
2n- 2n-g 
+ uax WARE: ui 
6 0 WE 
en-3 
+ OU rer rin 
2 2n-?2 2n—4 z2n=6 7,2n=8 
a x + a a,x + 0,0, + ua% .... 
2n-4 2 2n-6 2n-3 
| + 0,0% u + 0,u,x eh 
2n=6 2n—8 » 
+ u,a,x +aax Be 
21-8 
+ uaxv DE ER 
oder 
6) zn Ri 
X OL, 


— a. (a, ° — 20,0,) 


2n—4 2 ’ 
+xr (a, + 2u,0, — 2u,a,) 
zn 6 E 
u! a (a — 24, a, — 2a.., — 24,0) 
2n-8 
2 (@, "+ 2a,0, — 2u,0, + 20,0, = 2a,a) 


u u er BR EEE LE IB FB DV ER EEE RR 


oder 


7) 
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oder, wenn man der Kürze wegen, 


u nun P, 


a" — 2a.a. = P 
1 16) 2 eo 
DJ 
! a a A: 
7) R, + / KR, za u, = P 
2 a b 2 u ‘) ! GEEEERED R 
a, 20,%, + za b, 2a, =pP, 
2 7 zn 9 u 
0, + 20,0, 2,0, + 2u,a, 2a,a, = P, 
setzt, 
! ?en 2n=2 zn 2u=-b6 
) D» 2 
8) DB. P,x +P,x 0 EEE 


Lad s 


— (a ns x, ) (x" u x, ) (x" a x, ) or. (x =. )=\ 


Man setze 


- Fi 
— 
T 


so verwandelt sich die Gleichung (8.) in 


nd 
at 


9) DD . 2 ı1-“j n=2 D n=? 
I Pot. (’,° — PB. TEE P: . ee 2 200 00° 


s ) 
ins (2 ße x, ) (2 — x, ) (2 — ©, ) de 6 (z _ ©.) == (. 


2 a 


Daraus folgt, dals die Quadrate &,°, 2, , 2, --:+-- x, der n Wurzeln 


[a] 


3 


Dr %gy X ern. m, der gegebenen Gleichung (1.) die n Wurzeln der Glei- 


chung (9.) dien Wurzeln x, &,, x, +++... . x, der gegebenen Gleichung 


2) 
(1.) selbst also de Quadratwurzeln von den z Wurzeln der Gleichung (9.) 
sind. Quadratwurzeln sind aber nur dann reell, wenn die Grölsen, von wel- 


oO 
nicht mehr reelle Wurzeln haben, als die Gleichung (9.) positive Waur- 


chen sie die Wurzeln sind, positiv sind. Also kann die gegebene Gleichung 


zeln hat, das heifst, vermöge der Descartes'schen Regel, nicht mehr als die 
Gleiehung (9.) Zeichenwechsel hat. Nun kann man die Gleichung (9.) im- 
mer aus der gegebenen finden, also ist Folgendes ein Kennzeichen der Grenzen 
der Zahl der reellen Wurzeln einer gegebenen Gleichung: 

Eine beliebige algebraische Gleichung vom n!"® Grade kann 
nicht mehr reelle Wurzeln haben, als je zwei auf einander fol- 
gende Goefficienten der Gleichung (9.), deren Werthbe nach (7.) 
sefunden werden, gleiche Zeichen haben. 

Man kann bekanntlich jede algebraische Gleichung auf eine andere bringen, 
deren erstes Glied den Coefficienten $, und deren zweites Glied den Coeflicien- 
ten O hat. Also kann man jedesmal 


a,=1 unda, =(0 


setzen. Folglich ist auch in (7.) kürzer. 
I. 29 
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PB, —1 
B = — 2 
4% 2 
o 
B, =a. + 2a, 
en 2 En 
Da zZ &, - (@, Eu a, a) 


10) 4 ? a +2(a, a,a —a,a,) 

a —2(a,taa —a,a, tu, 4a) 
P — a na 2(0,, 4 0,%, 0 
6} u = 2(@,, +0,0,— 0,0, +00, 0,%,tra4,) 


— (] I — (I 
0, +00, —a,0) 


I 


r 
Erstes B eispie l.e. Es seı die Gleichung 
5 3 2 - 
x t+x +3r +10c-+15=0 


gegeben, so ist 


folglich in (10.) 

P,=+1; P,=-?2 P,=+33, P,=— 23, P,=+ 166, P,=+ 225. 
Nur £, und £, haben gleiche Zeichen, also kann die gegebene Gleichung 
nur eine reelle Wurzel haben. In der That sind die Wurzeln der gegebenen 
Gleichung 


‚-i#+y —2und—1. 





+H3Y —1 


) 


Zweites Beispiel. Es seı die Gleichung 
x — 102° +42 + 162° — 272 +36 =0 
gegeben, so ist 
,=—-1,a,=+4,a,=+10,0,=—-2,a=+36, 
folglich in ( 10.) 
A, =+1 Pf, =+2%, P,=+132, P,=+ 204, pP, = 680, 
B,=—423, ß, = + 1206. 

Die Coeffhicienten ß,, $,-- +», haben vier Zeichenfolgen. Also 
kann die gegebene Gleichung nicht mehr als vier reelle Wurzeln haben. In 
der That sind die Wurzeln der gegebenen Gleichung 

+14+y —7 
+3, +1, —2, —3 und 2 i 


oz 





Da die Descartes’sche Regel nur lehrt, wie viel, z. B. positive Wurzeln, 
eine Gleichung haben kann, nicht, wie viel sie nothwendig haben mufs, so 
kann die Gleichung (9.) auch selbst überhaupt weniger reelle Wurzeln als Zei- 
chenwechsel haben. Man kann daher auch die Gleichung ( 9.) von Neuem wie 
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die gegebene untersuchen. Findet sich, dafs sie nicht so viel reelle Wurzeln 
haben kann, als sie Zeichenwechsel hat, so kann die gegebene Gleichung auch 
nicht mehr reelle Wurzeln haben, als sie, weil die Quadratwurzeln ebenfalls 
umaginair sind. 

Auch lassen sich aus dem obigen Kennzeichen verschiedene andere Folge: 


rungen ziehen; wie leicht zu schen. 











YA 
Bemerkungen über Figuren, die aus beliebigen, von geraden 
Linien umschlossenen Figuren zusammengesetzt sind. 
(Von Herrn Louis Olivier. ) 





a 
E: sei eine Figur gegeben, wie z. B. (Fig. 1. Taf. 3.) vorstellt. Sie sei aus 
a ebenen Dreiecken, 
b ebenen Vierecken, 
ce ebenen Fünfecken 
u. 5. w. zusammengesetzt, und es seı 
1) arb-+c......=Ff. 
Die Zahl der Eckpuncte, welche im äulseren Umfange der ganzen Figuı 
liegen, wie A, B, H, I, M etc., sei n, die Zahl der Eckpuncte im Innern 
der Figur, wie C, D,G, F, Eetc., sei m und 
2) m+n=N. 
Die Zahl sämmtlicher gerader Linien, welche die zusammengesetzte Figur in- 
und auswendig begrenzen, seı 
3) eh, 
wobei zu bemerken, dafs die geradlinigen Grenzen der Figur, sowohl innerhalb 
als aufserhalb, immer nur von einem Eckpuncte bis zum nächsten, welchen sie 
begrenzen, gerechnet werden, auch dann, wenn mehrere Eckpuncte in eineı 
und derselben geraden Linie liegen. Liegen z. B. die Eckpuncte A, B, Cin 


eimer geraden Linie, so werden AB und BC für zwei einzelne Grenzlinien 
De 


gerechnet, und die Figur ABCDEF wird nicht als eın Fünfeck, sondern als 
ein Sechseck betrachtet. Liegen E, L, K in einer geraden Linie, desgleichen 
N, M,T, H, so werden EL, LAK, NM, MT, IH für einzelne Grenzen 


29° 
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gerechnet, und die Figur EDGHIKL ist nicht ein Sechseck, sondern ein 
Siebeneck, u. s. w. 

Man stelle sich nun einen Augenblick vor, die einzelnen F ebenen Figuren, 
aus welchen dıe ganze Figur zusammengesetzt ist, grenzten nicht aneinander, so 
würde die gesammte Zahl ihrer Seiten 

Sat4ıb+5cHb6d........ 
sein. Stofsen dagegen die Figuren, wie es sein soll, aneinander, so wird jede 
innere Seite zwei Figuren zugleich begrenzen. Kechnet man daher zu 
der obigen Zahl von Seiten der abgesonderten Figuren noch die Zahl der 
äuflseren Seiten der zusammengesetzten Figur, so wird die ganze Summe 
doppelt so grols sein, als die Zahl aller äufseren und inneren Grenzen der zu- 
sammengesetzten Fıgur. Die Zahl der äulseren Seiten der zusammengesectz- 
ten Figur ist aber offenbar der Zahl z ihrer äulseren Eckpuncte gleich, und 
also ist 
4) 3arA4b +5c+H6d......+Fn=2A. 
Nun hat Cau ch y ım Journal de lecole polytechnique bewiesen, dafs Immer 
5) S+-F=A-+1 

ist *). Darans folgt 35° +3F=3A+ 3. Setzt man in diese Gleichung die 
Ausdrücke von $S, F und A (2.1 und 4.), so findet man 





*%) Anmerkung des Herausgebers. Dieser Satz von Cauchy steht im Journal 
de Tecole polytechnique (Band IX. Heft 16. Seite 80). Cauchy giebt davon zwei Beweise. 
Ich will sie für Leser, welche dieses Journal nicht zur Hand haben, wörtlich hersetzen. 

„1) Erster Beweis. Man theile die einzelnen Polygone in Dreiecke, indem man in 
jedem, aus einem seiner Scheitel, nach den übrigen, nicht daran grenzenden Scheiteln, Dia- 
gonalen zieht. Die Zahl dieser sämmtlichen Diagonalen sei z, so wird FF n die Zahl der 
durch dieselben abgetheilten Dreiecke, und An die Zahl ihrer Seiten sein. (Denn ge- 
setzt, in den verschiedenen Figuren würden, der Reihe nach, »,, 055 0, ...... Diagonalen 


gezogen, so entstehen dadurch », +1, 0,+1, vo, #1 u s. w. Dreiecke, überhaupt also 


0 to, 0% 22er. F Dreiecke, weil F Figuren vorhanden sind, folglich, weil 
v tr,to, ....- ‚... zn sein soll, F-+n Dreiecke. Und da die Zahl der Seiten der 


ungetheilten Figur „I war, und a Diagonalen hinzukommen, so ist die Zahl aller Seiten 
der getheilten Figur A--n. D.NM.). Die Zahl der Ecken der Dreiecke ist der Zahl S 
der Ecken der Polygone gleich (denn durch die Disgonalen ist keine neue Ecke hinzugekom- 
men, d.H.). Nun setze man, ces würden nach und nach die verschiedenen Dreiecke weg- 
genommen, bis zuletzt nur noch ein einziges übrig bleibt, und zwar auf die Weise, dals 
man mit dem Wegnehmen bei denjenigen Dreiecken anfängt, welehe am äufseren Um- 


fange der Figur liegen, hernach aber vorzugsweise diejenigen wegnimmt, von welchen eine 


oder zwei Seiten, durch das W egnehmen der vorıgen, ın den äulseren Umfang gekommen 
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Sm +3n +3a+3b + 3c....= A+3a+4b+5c....+n+3, oder 
6) Sm + 2n — 3 —b— 2—3d......=A. 

Nun sınd zur Bestimmung sämmtlicher Eckpuncte der zusammengesetzten 
Figur 2(5—2)+1=2$S—3 gerade Linien nöthig. Denn man setze, aus 
den Endpuncten irgend einer der äufseren oder inneren Seiten der Figur wären 
nach allen übrigen $— 2 Eckpuncten gerade Linien gezogen, Welches 2($ — 2) 
eerade Linien wären, so sind durch dieselben, zusanmengenommen mit der 
einen Linie, durch deren Endpuncte sie gehen, alle Eckpuncte Jer Figur 7e- 
geben. Bezeichnet man diese Zahl 285— 3 durch .B, so ist vermöge (2.) 

7) D=2m+2n—3, 
also ıst aus (6.) 
s), A-—B=m—b—2c—3d...... 





sind. Es sei // die Zahl der Dreiecke, welche, indem man sie wegnimmt, eine Seite, und 
h‘‘ die Zahl derjenigen Dreieke, welche alsdann zwei Seiten in dem äufseren Umfange der 
Figur haben, so verschwinden durch das Wegnehmen jedes Dreiecks der ersten Art eine 
Seite und durch das Wegnehmen jedes Dreiecks der zweiten Art zwei Seiten und eine 
Ecke der Figur. Daraus folgt, dals, nachdem alle Dreiecke bis auf ein einziges weggenom- 
nen worden, zusammen A’ 4 4 Dreiecke, A’ 4 24” Seiten und 4” Scheitel weggefallen 
sind. Die Zahl der übrigbleibenden Dreiecke ist also 

F+n— (4-1) —=l, 
die Zahl der übrig gebliebenen Seiten ist 

A+-n— (W424) = 3, 
und die Zahl der übrig gebliebenen Eckpuncte 

Ss—- MM = 5. 

Addirt man die erste und dritte dieser dret Gleichungen, und zieht von der Summe die 


zweile ab, so findet man 

SL-F—- AzicdeS+-F=A-|. 

2) Zweiter Beweis. Man stelle sich die verschiedenen Figuren rund um eine von 

ihnen liegend vor. Es sei a die Zahl der Seiten, und s die Zahl der Wckpuncte des ersten 
Polygons, a’ die Zahl derjenigen Seiten, und s’ die Zahl derjenigen Eckpuncte des zweiten 
Polygons, vw elche es mit dem ersten nicht gemein hat, u. s. w. Alsdann ist oflenbaı 

ms, mr’ al, Mae —+ 1 eete. 
Nimmt man die Summe dieser Gleichungen, deren Zahl F ist, so findet man 

(aa +a” ......=st+s-+s% 2... $F—1.D. Il), 

weıl a+ a LaY.,...... = A 

und sr erierre ir, 

A=S--F—10odr S-F= A 1.” 


H 
ı72 


Cauchv leitet aus diesem Satze noch andere, z. DB. auch die bekannte FEuler’sche 


Gleichung zwischen der Zahl der Ecken, Seiten und Kanten eines beliebigen Polveders ab. 
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Aus diesem Resultat lassen sich mancherlei Folgerungen ziehen. Zum Beispiel: 
l. Die gegebene Figur seı aus lauter Dreiecken zusammengesetzt, so ist 
b=0, e=0 etc, und folglich 
0) A—b=m, 
das heilst: wenn alle inneren und äufseren Seiten der zusammengesetzten Figur 
gegeben sind, so sind zn Seiten, also gerade so viel, wie die zusammen- 
oesetzte Figur innere Eckpuncte hat, mehr gegeben, als zur Bestim- 
mung aller Eckpuncte der Figur, und folglich der Figur selbst, nöthig sind. Diese 
Bemerkung kann z. B. in der Geodäsie (geodesie, Feldmefskunst. D. H.) nützlich 
sein. Sie lehrt, dafs wenn man von einer, aus Dreiecken zusammengeselzten Figur 
(von einem Dreiecks- Netz. D. H.) alle Seiten gemessen oder berechnet hat, so 
viel Seiten von den übrigen abhängen, als die Figur innere Eckpuncte hat. 
1. Wvenn die Zahl der sämmtlichen inneren und äufseren Seiten der zu- 
sammengeseizten Figur gerade so grols ist, als die Zahl der zur vollständigen 


l 


Bestimmung der Figur nöthigen geraden Linien, so st I—B=0, folglich 


vermöge (8.) 

10) b+2c H3d........ = 
Das heilst: eine zusammengeselzte Figur, die durch ihre äufseren und inneren 
Seiten vollständig gegeben sein soll, darf nicht nothwendig blos aus Dreiecken 
bestehen, sondern es können auch in derselben 5 Vierecke, e Fünfecke, d Sechs- 
ecke etc. sein, wenn nur die Summe von d, 2c, 3d etc. gleich der Zahl zn der 
inneren Eckpunete der Figur ist. Dieser Satz kann ebenfalls in der Geodäsie 
nützlich sein. 

li. Da Alles, worauf die Gleichung (6.) beruhet (auch der Cauchy'sche 
Satz. D. H.), auch dann noch silt, wenn die zusammengesetzte Figur nicht ın 
einer und derselben Ebene liegt, sondern aus ebenen Figuren zusam- 
mengeselzt ist, deren jede in einer anderen Ebene liegen kann, so kann 
man das Resultat (6.), oder vielmehr das Resultat (9.), auch auf Poly&äder 
anwenden, z. B. auf folgende Weise: 

Man stelle sich die in irgend einer Ecke .E eines beliebigen Poly@ders zu- 
sammenstolsenden Seiten-Ebenen desselben aus der nemlichen Ecke, desgleichen 
die übrigen Seiten-Ebenen des Poly@ders, jede aus einer beliebigen ıhrer Ecken 

rch Diagonalen in Dreiecke getheilt, und alle Kanten des Poly@ders, nebst 
allen, in den Seiten-Ebenen gezogenen Diagonalen, gegeben vor. Ferner stelle 


y 


man sich vor, es wären aus der Ecke E des Poly@ders nach allen seinen übrigen 


Keken gerade Linien TEeZOLXEN, die wir durch A u; A etc. bezeichnen wollen, 
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und durch diese Linien und die daran stofsenden Kanten und Diagonalen des 
Polyä@ders wären Ebenen gelegt, alle diese Ebenen aber, sammt den Seiten- 
Ebenen, die in der Ecke zusammenstofsen, schnitten irgend eme beliebige 
Ebene, die durch P bezeichnet werden mag, so werden die Durchschnitte der 
durch die Linien L, L,,L,...... und durch die Kanten und Diagonalen des 
Poly&ders gelegten Ebenen, so wie der Seiten-Ebenen, welche in der Ecke & 
zusammenstofsen, mit der Ebene P, welche Durchschnitte durch D, D,, 
D...... bezeichnet werden mögen, auf der Ebene P eine aus lauter Dreiecken 
zusammengesetzte Figur bilden, welche gerade so viel Seiten haben wird, als das 


Poly@der Kanten und in seinen Seiten-Ebenen Diagonalen hat. \WVäre diese 


Figur, sammt den Linien L; A gegeben, so wäre offenbar das 

Polyeder selbst vollständig gexeben. Nun werden die Durchschnittslinien P , 
J O - oO 1 

BD; DB... int Sc Te E 5; EEE sr offenbar auf ırgend eine 
2? 7 1? 2) 3 o 


Weise von den gegebenen Kanten und Diagonalen des Poly@ders abhängen. 
Die Zahl der Linien D , D,, D,......ist, wie gesagt, der Zahl der Kanten 
des Polyöders und der Diagonalen in seinen Seiten-Ebenen gleich. Die Zahl 
der Linien L, L,, L,. ..... ist der Zahl der inneren Ecken der auf der 
Ebene P entstandenen Figur gleich. Also übertrifft die Zahl der Linien D, 
DB, DE WERTE, A zusammengenommen die Zahl der Kan- 
ten des Poly@ders um die Zahl der inneren Ecken der Figur auf der Ebene P. 


Aber eben so viel Linien sind, vermöge des Satzes (9.), mehr bekannt, wenn man 


alleLinen D, D,, D...... ‚ der Figur auf der Ebene P kennt. Also kann 
man schlielsen, dafs durch diese Figur dieLinienZ , L,, L,....... zugleich 


mit gefunden werden, und dafs also das Poly@der schon durch seine Kanten 
und Diagonalen in den Seiten-Ebenen allein vollständig bestimmt ist. 
Nun aber werden durch die Kanten und Diagonalen in den Seiten-Ebenen die 
Seiten-Ebenen selbst bestimmt: also wird ein Poly@der durch seine Seiten-Ebe- 
nen, welche es auch sein mögen, vollständig gegeben, und zwei convexe Poly&der 
sind congruent, wenn sie gleiche Seiten-Ebenen in gleicher Lage haben; welchen 


Satz zuerst Cauch y (ebenfalls in dem oben angeführten Hefte des Journal de 


l’ecole polytechnique. D.H.) auf anderem Wege bewiesen hat. (Man findet 
den Beweis von Cauch y auch in der X. Anmerkung der Geometrie von Le- 


gsendre. D.H.) 
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Auflösung eines geometrischen Problems. 


(Von llerrn Prof, und Director J. J. Littrow.) 


— — nn 





Au der gegebenen Lage zweier Orte gegen einen bekannten 
dritten, die Lage jener zwei ersten Orte gegen einander suchen. 

Diese schon an sich selbst interessante Aufgabe ist in der Geodäsie, und be- 
sonders in der Astronomie von grolsem Nutzen. Die Bestimmung der heliocen- 
trischen Lage der Planeten aus dem geocentrischen Orte derselben, und umge- 
kehrt; die aus den Beobachtungen abzuleitende Lage der Sonnenflecken gegen 
den Mittelpunct dieses Gestirns; die ganze Lehre von der Aberration des Lich- 
tes; die Theorie der Parallaxen, und eine grolse Anzahl anderer Untersuchun- 
gen hängen unmittelbar von der Auflösung dieses Problems ab, welches sich, ab- 
seschen von allen diesen Anwendungen, als ein rein geometrisches darstellt. Ue- 
brigens ist dieser Gegenstand schon von so vielen ausgezeichneten Geometern 
untersucht worden, dafs man kaum hoffen darf, noch irgend etwas bisher Unbe- 
kanntes von Bedeutung hinzuzufügen. 

Bezieht man alle Lagen, von welchen in der Folge die Rede sein wird, auf 
drei unter einander senkrechte Coor.dinaten, die durch den bekannten dritten Ort 
gehen, so sei r die Distanz des ersten Ortes von dem dritten, 5 der Winkel von 
r mit seiner Projeclion in einer der drei coordinirten Ebenen, z. B. in der Ebene 
der @y, und a der Winkel dieser Projection mit der Axe der x, so dals also die 
Lage des ersten Orts gegen den dritten durch die drei Gröfsen a, d und r gege- 
ben ist. Eben so werde die Lage des zweiten Ortes gegen den dritten durch die, 
den vorhergehenden analogen Gröfsen R, A und BD, und endlich die Lage des 
ersten gegen den zweiten durch die ähnlichen Ausdrücke 7’, a’ und 5’ gegeben, 
so dafs also r’, a‘, 5* die unbekannten Gröfsen sind, welche durch die sechs be- 
kannten Grölsen r, a,b und AR, A, B bestimmt werden sollen. 

Ist N irgend eine willkürliche Gröfse, so hat man zwischen jenen neun 
Gröfsen folgende drei allgemein bekannte Gleichungen: 

r! cosb’ cos (a — N) = r cosb cos(a— N) — R cosB cos(A—MN), 

r‘ cosb’ sin (a —N) = r cosb sın (a— N) — R cos Bsin (A— N), 


r" sın Öf =rsınd — fısın B, 


und 
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und schon die Stellung dieser Ausdrücke zeigt: dals die Bestimmung. dieser 
Grölsen r‘, a‘, 6’ aus den sechs andern keiner weitern Schwierigkeit mehr unter- 
worlen, und gleichsam von selbst gegeben ist. Allein oft sind nicht die zusam- 


d 


men gehörenden Grölsen a’, 5‘, r, sondern z. B. die Grölsen @°, 6° und r, oder 


die Gröfsen a’, 2’ und — u. s. w. zu suchen, wodurch die Auflösungen dieser drei 
r ’s 
Gleichuneen viele Abänderungen erhalten. 
cd) 


Um die hierher gehörenden Lagen auf eine, Jedermann bekannte Art, zu 
fixiren, wollen wir für den ersten Ort den Mittelpunct des Mondes, für den zwei- 
ten das Auge des Beobachters auf der Oberfläche der Erde, diese als sphäroidisch 
angenommen, und für den dritten endlich den Mittelpunct der Erde annehmen. 
Legen wir die Axen der x und y in die Echptik, und » ın die Linie der Nacht- 
gleichen, so ıst @6b die geocentrische Länge und Breite des Mondes, AB die geo- 
centrische Länge und Breite des Beobachters oder des Zeniths, und @°5’ die von 
dem Beobachter gesehene oder die scheinbare Länge und Breite des Mondes. 
Diese Annahmen werden der Allgemeinheit der geometrischen Auflösung keinen 
Eintrag thun, und mir zugleich Gelegenheit geben, eine Jugendarbeit über die 
Parallaxen zu ergänzen und zu verbessern, welche ich bereits vor achtzehn Jah- 
ren in dem Berliner Jahrbuche für 1812 mitgetheilt habe. 


Zu dieser Absicht wollen wir statt der bisher angenommenen Distanzen r, r’ 


und R die drei Gröfsen A, A’ und x einführen, so dals man hat 
r sın A’ R 

m und ——= sın T, 

r sın A r 


wo also x die als bekannt vorausgesetzte Horizontal-Parallaxe des Mondes für 


den Beobachter auf der sphäroidisch angenommenen Erde, und A, A‘ der gco- 
centrische und der beobachtete Halbmesser des Mondes ist. Dieses vorausgesetzt, 
schen die drei vorhergehenden Gleichungen in folgende über: 


cosb’ cos(a— N) _ cos b cos(a— N) — sınr cos PB cos (A— N) 























sina 7 sın A 

cos b’ sin (a’ — N) __ cosd sin (a— N) — sınrcosB sin (A — N) ) 
sın A’ = sın A [ "EEE 
sın 5b’ = sınb — sınr sın BD 
sın N’ wo sın A 


Wir werden nun die vorzüglichsten Probleme durchgehen, welche uns die 
drei letzten Gleichungen anbieten. 
30 


E. 
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{. Problem. Der wahre oder geocentrische Ort des Mondes ist gegeben, 
man suche den scheinbaren, oder von der Oberfläche der Erde gesehenen Ort 
desselben. 

Da hier die Gröfsen a’, 5’, / die Unbekannten sind, so geben die drei letz- 
ten Gleichungen (A) sofort die bekannten Ausdrücke 
cos b sın (a— N) — sın m cos B sin (A—N) 
cos b cos (a— N) — sin m cos B cos A— N)’ 
 \ ” (sin db — sin Bu sin B) cos (a — N) | 

cos b cos (a—N) — sın w cos B cos( A— N)’ 
FERN ”e | sın A cos 6‘ cos («a ua N) | 
cos b cos (a— N) — sın m cos B cos(A— N ) 


mit noch einem verwandten Ausdruck für ig 6’, der von sin (a’— N), und mit 





_ 
En, 


(a’— N) 


tan 


J 














noch zwei verwandten Ausdrücken für sin A’, die von cos b’ sin (a’— N) und 
von sin 6° abhängen, und bei welchen ich mich nicht weiter aufhalte. Da alle 
diese Ausdrücke die willkürliche Gröfse N enthalten. so sind sie noch vieler Ab- 


änderungen fihıe, um sıe z. B. zur Rechnung mit Logarıthmen bequemer zu 


machen. Am einfachsten werden die gegebenen Gleichungen, wenn man 
N = .41— 90° oder N=a— 00° nimmt. 


l. Die vorhergehende Auflösung hat den Nachtheil, dafs sie die unbekannte 


Gröfse d° durch «%, und A’ durch «@° und 6 giebt, so dals man z. B. A/ nicht fin 


den kann, wenn man nıcht zuerst «@’ und 6° kennt. Man kann sich aber leicht 
von dieser Abhängigkeit befreien, und jede der drei unbekannten Grölsen a’, 6 
und A’ für sich bestimmen. 
Führt man nemlich die Hülfsgrölse ab ein, so dals man hat 
cos ab = cos b cos B cos (a— A) + sın 5b sin B, 


so geben die vorhergehenden Gleichungen (A) sofort 





urgghi sin b — sin ar sın D 
sınö =— — ——— — md 
y (1 + sın T—2sın r cos) 
sın A 








sn A’ = 


y( + sin? x — 2sin x cos ab) 
wodurch 6’ und A’ blols durch die gegebenen Grölsen des Problems bestimmt 
werden. 

II. Da die Grölse sin x ım Allgemeinen nur klein ıst, so lassen sich auch die 
vorhergehenden Ausdrücke in Reihen entwickeln, die nach den Potenzen von 


sin r fortgehen. Erinnert man sich, dafs die Gleichung lang 


x“ 


Y» 
= atang‘; sich 


tw > 
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r a cH+Y sın x — b sın y 
auch so ausdrücken lälst: tang I Y__ und tang —— "—I- - n 
2- .. ©08 y—b  Ad—bcosy’ 
PORN. Dune w ao.” h . ke ie 
we ist, und dafs endlich jede dieser EEE die Reihe 
xy "m. _ ....: 
>= t+bsany+— sin2y+ z sin 3 Pp, 1.10% 


oder auch folgende giebt, 


y 1 


Tr 


— 
[u 


7 sin y— —z sin 21 = TE sın3y—... 


b 2b 

so erhält ınan sofort aus den Gleichungen (A) folgende Ausdrücke: 
a —a=P sın (a — A) +34P’ sin 2(a— A)+!P° sin Ka—A)+...., 
—b=0Qsn(b—e) +30’sin2(—e) +30 sin3(b—E) +...., 


von welchen Reihen das Gesetz des Fortganges deutlich ist, und worin 


2 











sinm cos.b cos 3 (a’ — a) sin ar sın B 
P = ——— — , tange= —— und = gesetzt wurde 
cos b . / a’+a sın € 
cos! J— 
\ 2 
Für A’ endlich hat man, mit dem oben angenommenen Werthe von ı", 
sın N 
log nat ——- = sın 7 cos u ) +35 I sın x cos 2 2b +! "sin. T cos g ıD +. 
sin 


Um aber auch hier für 5’ eine von a’ unabhängige Reihe zu finden, so hat man, 


wie man leicht sıeht, 





sin b° u AN 
log —. = sinn (cosab—d)+3sin m(cos2rb—d)+3sin (cos 3ıb—d)+.. 
SIE £ 
sn B. 
wo d = ——— ıst. 
sın d 


2. Problem. Der scheinbare Ort des Mondes ist gegeben; man suche den 
wahren oder geocentrischen Ort desselben. 
Diese Aufgabe, welche die verkehrte der vorhergehenden ist, wird aus den 
Gleichungen (4) auf folgende Weise aufgelöst: 
Man suche zuerst die Werthe von a’ und x’ aus 
cos al = cos b’ cos B cos(a’ — A) + sın Ö’ sın B, 


sin mr cosıb +sinm(YiIosin sin. Al ” 








sına = 
cos” Tr 


o findet man die unbekannten Größen a, d und A durch folgende Ausdrücke: 
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cos b’ sin (a? — N) + sın m‘ cos B sın (A— N) 
cos b cos (a— N) + sin m’ cos B cos (A— N)’ 
[sın 4°’ + sinn‘ sın B]. cos (a— N) 
cos b* cos (a‘ — N) + sın m’ cos BD cos (A — N)’ 


to Be ; E- 2 5 2 1 7\$% - . 14 > / 
un A =lli sın r sın 1b“) sın m cosab“ |. sın A’. 
L 





ER Fee 
tang (a— N)= 





tang b= 


I. Auch kier kann man wieder die Grölsen 4 und A von @ unabhängig er- 
halten, da man hat 
sın 5° + sın m’ sın D 
y( + Sin’z’ + 2sin n‘ cos lb‘) 
II. Die vorhergehenden Ausdrücke sind streng, oder ohne Abkürzung. Sucht 
man aber wieder die Gröfsen a, b und A durch Reihen, welche mit den Potenzen 





sın b zu u. Ss. W. 


U 
von sın x fortzehen, so hat man 


a— a’ =— P' sin (a — A) +! P” sin2 (« — .A)—! P” sin 3 ( — A) +... und 








. Br a io \ 
bb =—0Q' sin (6b —e‘) +3,07" sin 2’ — E) —; 0" sn 3b! —e)+...., 
a—a 
[2 COS BE . . 
‚_.siınm’cosB P 2 ‚_snm’sndD. 
wo P'= —— —-, tange = - und O' = ——-— ist. 
cos b . «+ u ß sun & 
cos( A— —— 
I, 
Ueberdiels hat man noch, analog mit dem Vorhergehenden, 
sın A ' 
log ——, = — sin m’ cosa'’ + Isin’ m’ cos 21lY — I sin’ m’cos3x! + und 
sın A | ö 
sin 6 ua 14 u u 153.4 al / 
log = 77 =sına (cosY —d') + 3sin" a’ (cos Ay —d")—3sin" m’lcos 3b’ —d’ ) +. 
-sın d 5 h “ 
FE sındDB. 
wo0 = ——, 1si; 
sın & 


und durch die beiden letzten Ausdrücke wird auch hier der Werth von 5 und 
A, unabhängig von dem WVerthe von a, gegeben, was oft nützlich und zur Be- 
rechnung dieser beiden Grölsen sehr bequem ist. Diese zweite Aufgabe scheint 


mir bisher noch von Niemand aufgelöset worden zu sein. 


3. Problem. Bisher haben wir den Ort des Mondes sowohl, als den (les 
Beobachters auf die Ebene der Ecliptik bezogen, und so enthalten die vorher 
ochenden Ausdrücke eigentheh die sogenannte Parallaxe der Länge und 
Breite. Allein dieselben Gleichungen enthalten auch die Parallaxe der 
Ikecetascension und Deelination, wenn ın (1.) und (2.) die Gröfsen «2, «° 


die wahre und scheinbare Rkectaseension, und b, Ö* die wahre und scheinbare De- 


clination des Mondes, und A die Sternzeit der Beobachtung, so wie BD die geo- 
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:entrische Polhöhe des Beobachtungsortes bezeichnet: sie enthalten endlich auch 


lie Parallaxe des Azımuts und der Höhe, wenn aa‘ und 56° das wahre 
und scheinbare Azımut, und die wahre und scheinbare Höhe des Mondes bezeich- 
net, und wenn man A=0 und B=90 — r setzt, wo r die geocentrische. Zenith- 
distanz des Beobachters, oder wo r die Differenz der geocentrischen und beob- 
achteten Polhöhe ist. — Durch die vorhergehenden Ausdrücke wird daher der 
scheinbare Ort des Mondes durch den wahren, so wie der wahre durch den 
scheinbaren, in Beziehung auf alle drei Ebenen gegeben, welche die Astrono- 
men gewöhnlich zu der Bestimmung der Orte der Himmelskörper anwenden. 

Indessen sind alle bisher gegebenen Anflösungen noch immer dadurch be- 
schränkt, dals sie nur Länge durch Länge, Breite durch Breite u. s. w. geben, 
oder dafs in ihnen die wahren und scheinbaren Orte des Mondes sich immer nur 
auf dieselbe Ebene beziehen. Um sich daher auch von dieser Abhängigkeit 
freı zu machen, wollen wir in diesem dritten Probleme aus der wahren Länge 
und Breite des Mondes unmittelbar das scheinbare Azımut und die scheinbare 
Höhe, so wie den scheinbaren Halbmesser desselben abzuleiten suchen. 

Um aber hier die Bezeichnungen leichter zu übersehen, wollen wir, einer 
gewöhnlichen Annahme gemäls, voraussetzen, dals %, ? die wahre Länge und 
Breite, a, die Rectascension und Declination, ®, A das Azimut und die Höhe des 
Mondes bezeichnet, und diese scheinbaren Grölsen 4, «’.... mit einem Striche 
unterscheiden. Sei ferner x und r dasselbe, wie zuvor, e die Schiefe der Eelip- 
tik, Z die Sternzeit der Beobachtung, $ die geocentrische Polhöhe und FH, a die 


geocentrische Höhe und das geocentrische Azimut, also 7 = 90 — 7. 


Dieses vorausgesetzt, findet man aus denselben Gleichungen (I), aus wel 
chen bisher alles Vorhergehende abgeleitet wurde, nach einigen zweckmälsigen 
Verwandlungen, die hier umständlich anzuführen zu weitläufig sein würde, to!- 
gende Ausdrücke: 

M .\gw' = (sın A cos $ cose — sin ? sin e) cos £ 
— cos h cos 2 sin 2 — sn cos H sın o, 
M.tsh' = (sın k cos $ cose — sin P sin e) cos @ sin L cos 
-+- (sın A cos BA sme-H- sın 2 cose) sın cos w’ 
+ (cos ß cos 4 cosp eos — sin x sm) cos a’, 


M .sm A’= sın A . cos h’ cos #, 


wo, der Kürze wegen , gesetzt wurde 
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M = (sin A cos ß cos e — sin ß sin e) sin p sin t 
— (sin A cos P sin e + sin P cose) cos p 
+ cos A cos d sin p cos 2 — sin m cos I cos a. 

Diese Ausdrücke enthalten die vorhergehenden. und mehrere andere, als 
blofse besondere Fälle ın sıch. Setzt man z.B. in ihnen {= 0 und p= 90°, und 
verändert man die Grölsen „°, Ah‘, a, H resp. in a’, 6’, t,p, so erhält man die 
Gleichungen, welche aus der wahren Länge und Breite %, 3 des Mondes unmit- 
telbar die scheinbare Höhe A’ und das scheinbare Azımut „° geben. 

Verändert man die Grölsen #°, Ah‘, o, I, e resp. in X‘, 5°, L,B, o, so er- 
hält man die Gleichungen, welche aus der wahren Länge und Breite A, P unmıit- 
telbar die scheinbare Länge und Breite geben. 

Verändert man die Grölsen #’, h‘, A, ß,o, H, e resp. in a‘, d‘, a, d,t,g,o, 
;o erhält ınan die Gleichungen, welche aus der wahren Rectascension « und De- 
celination d diese scheinbaren Grölsen a’, d’ geben. 

Verändert man diese Grölsen A, £, 0, H, e resp. ın ,4,0,90 — rund o, 
so erhält man die Gleichungen, welche aus dem wahren Azimut # und der wahren 
Höhe /ı diese scheinbaren Grölsen »/, / geben u. s. w., so dals die drei letzten 
Ausdrücke alle anderen ın sıch enthalten, durch welche man aus dem wahren Orte 
des Mondes den scheinbaren finden kann. Achnliche Gleichungen wird man 
auch für die Bestimmung des wahren Ortes aus dem scheinbaren entwickeln, da- 
her ich mich hier nicht länger dabei aufhalte. Dals übrigens dieselben Gleichun- 
sen auch die Auflösung des im Anfange aufgestellten geometrischen Problems ın 


‚einer ganzen Allgemeinheit enthalten, ist für sich klar. 


4. Problem. Dieser unmittelbare Uebergang von der Echptik auf den 
Horizont, zu welchem man gewöhnlich den Aequator als Brücke braucht, leitet 
gleichsam von selbst noch auf folgende Ausdrücke, die bei mehreren Untersu- 
chungen ihren Nutzen haben können. 

Behält man die Bezeichnungen von N.3. bei, so findet man bekanntlich 
l.änge und Breite aus Rectascension und Declhination durch folgende Gleichungen 

cos A cos P = cos a cos d, 
sind cos = sin a cosd cose + sin d sin e, 


sn? = — sın acosd sıne-+ sınd cose. 


Und eben so findet man umgekehrt Trectascension und Declination aus Länge und 


Breite durch die Gleichungen 





EEE 











. .. . * 7 € ‘) 
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cos a% cosd = cos A cos F 
sın « cosd = sin A cos I cose — sın P sın e, 
sın d = sın A cos pP sıne + sın pP cos Pe. 
Ganz auf ähnliche Art findet man auch die Rectascension & oder vielmehr den 
Stundenwinkel Z— « und die Declination d aus dem Azımut ® und der Höhe A 
durch die Ausdrücke: 
cos d sin (E— a) = cos h sin ®, 
cos d cos (L— a) = sin hcosp # cos h sin p cos ®, 
sın d = sın h sin  — cos h cos p cos ®, 
und endich auch umgekehrt Azunut und Höhe ausStundenwinkel und Dechnation 


durch die Ausdrücke 


cos h sın e = cost sın (—«), 
1 \ ° [0 
cos cos #e = cosd sn cos (L—a@)—sınd cos y, 
sn A= sın d sın pt cos d cos pcos(t—a). 


Mıt Hülfe dieser Ausdrücke wird man nun auch leicht folgende zwei alleemein: 
Aufgaben auflösen. 
1. Man suche Länge und Breite unmittelbar aus Azimnt und Höhe. 
Eliminirt man aus den vorhergehenden vier Systemen von Gleichungen «die 
Grölsen « und d, so erhält man sofort 
cos PcosA= (cos® cos hsinp + sın h cos p) cos { 
+ sın £ sın ® cos I, 
cos P sıink= (sınhcosp-+ cos h sin p cos w) sin Z cos e 
+ (sın Ah sın P — cos Iı COS COS ©) sın E 
— cos tsın ® cos h cos e, 
sın = — (sin hcosp + cos h sin p cos ®) sin £ sin e 
+ (sın k sin g — cos h cos p cos ®) cos e 
+ cost sın ® cos h sın e. 
Il. Man suche umgekehrt Azımut und Höhe aus Länge uni Breite. 
Eine ähnliche zweckmäfsige Elimination von « und d aus den zwölt vorher- 
gehenden Gleichungen wird geben 
coshsne = — (sın A cos P cos e — sın [6] sin e) cos Lt 
+ sın 2 cos A cos ß; 
cos hcos®e = — (sin k cos 3 sin e + sin P cos e) cos y 


+ (sın A cos P cose — sın ? sıne) int sing 


+ cost sın g cos A cos P, 
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‚h= (snkcos Psıne+ sin Pcose)sing 

+ (sın % cos P cos e — sin P sın e) sin t cos p 

+ cost cos cos A cos P. 
Noch wird es zuweilen nothwendig sein, die Fehler zu bestimmen, welche 
ys einer irrigen Annahme einiger dieser Gröfsen in den anderen daraus abgelei- 
teten entstehen. Nennt man mr den Winkel des Declinationskreises mit dem 
Breitenkreise, e den Winkel des Vertical- mit dem Dechnationskreise, und end- 
lich z den Winkel des Breiten- mit dem Verticalkreise, so erhält man durch 
Dillerentiation der vorhergehenden Gleichungen folgende Ausdrücke: 


oO 


li. Fehler der Länge und Breite aus denen der Rectascension und Declination 
d3= dd cos x — da sin z cos cd, 


) 


dh. cos B = dd sn r + da cost cos d. 


n “ . Y ] 
dd = dk sınr cos? + d3 cos t. 


da.cos d = dk cost cos P —_ d3 sın m. 


I\, Fehler der Declination und des Stundenwinkels s aus denen der Höhe 
und des Azımuts. 
dd = dh cos € -4- sın e cos h, 


ds.cosd = — dhsıne + da cos e cos h. 


- 
um 
_ 


dh = — ds sın e cos d ++ dd cos v, 
da .cosh= dscosecosd+ de sın ı 


\. Fehler des Azımuts und der Höhe aus denen der Länge und Breite 
dh= dkcosßsın&+dß cos}, 

ds.cosh=— d\kcos P cos&-+ dPß sın £, 

d3= decoshsn;+dhcos;, 

dk ..cos = — decoshcos$+ dh sın £. 
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24. 


Ueber einige Definitionen in der Geometrie. 


(Von Herrn Louis Olivier. ) 








in geometrischen Satz definiren oder erklären, heifst: mit Hülfe schon 
vorhandener deutlicher Vorstellungen einen Begriff davon geben, welcher hin- 
dert, dafs man den Gegenstand mit anderen verwechsele. Gewöhnlich werden 
geometrische Gegenstände durch ihre Eigenschaften definirt. Man nimmt 
den Gegenstand als vorhanden und gegeben an, und individuahsirt ihn durch 
Beschreibung seiner Verbindung mit anderen, oder durch Beschreibung seiner 
Eigenschaften. 

Die Eigenschaften eines Gegenstandes und ihre Möglichkeit sind entweder 
an sichs elbst klar begreiflich, oder sie beruhen anf denen anderer. Z. B., dals zwei 
Linien sich schneiden können, oder, dafs Linien Flächen und Flächen Körper 
einschliefsen können, ist an sich selbst klar; hingegen, dafs zwei Ebenen nur in 
einer geraden Linie sich schneiden können, beruhet schon auf den Eigenschaften 
der Ebene; dafs Parallelogramme, den gleichen Seiten gegenüber, gleiche Win- 
kel haben, beruhet auf den Eigenschaften sich schneidender Parallelen, u. s. w. 
Nr diejenigen Definitionen, welche sich auf Eigenschaften beziehen, die an sich 
selbst klar sind, können also allen Lehrsätzen vorhergehen. Alle Defi- 
nitonen mit Hülfe von Eigenschaften, welche von denen anderer Gegenstände 
abhängen, und deren Existenz also erst nachgewiesen werden muls, können nur 
erst dann gegeben werden, wenn die Eigenschaften, auf welche sie sich bezie- 
hen, bewiesen worden sind; denn sonst kommt man in Gefahr, Gegenstände zu 
definiren, die gar nicht exisuren. Es folgt daraus, dafs es nicht gut möglich ist, 
die Definitionen von zusammengesetzten geometrischen Figuren, die ınan 
untersuchen will, im Voraus zu geben; denn da eben der Zweck der Unter- 
suchung darin bestehet, die Eigenschaften der Figuren zu finden, so kann man 
unmöglich Figuren definiren, che die Eigenschaften derjenigen, von welchen sie 
abhängen, oder aus welchen sıe zusammengesetzt sınd, untersucht worden sind. 


Diese Hegel pflegt häufig nicht beobachtet zu werden. Man findet Definitio- 


nen von geometrischen Figuren und Begrifien an der Spitze ganzer Abschnitte, 
| > 
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die deshalb nothwendig, einschlie[slich, Lehrsätze enthalten müssen, welche 
erstin der Folge bewiesen werden. Selbst in dem Lehrbuche des Euclides 
ist dieses der Fall. 

Nach der 29sten Definition z. B., im ersten Buche, ist dasjenige Dreieck 
spitzwinklig, welches drei spitze Winkel hat, das heist, zufolge der 12ten 
Definition: drei Winkel, die kleiner sindalsrechte. Es ist aber nicht an 
sich selbst klar, dals ein solches Dreieck exıstire. In der That wird erst in der 
Folge bewiesen, dals die drei Winkel eines Dreiecks zusammen immer zweien 
rechten gleich sind, und daraus folgt erst, dafs ein Dreieck mit drei spitzen 
Winkeln möglich ist. Eben, wie man sagt: ein spitzwinkliges Dreieck solle 
heifsen, welches drei spitze Winkel hat, könnte man z. B. auch sagen: dasjenige 
Fünfeck, welches fünf rechte Winkel hat, solle z. B. gleichwinklig heifsenz 
oder dasjenige Viereck, welches vıer spitze Winkel hat, solle spitzwinklig 
heilsen, obgleich dergleichen Fünfecke und Vierecke gar nicht existiren. 

Nach der 30sten Definition des ersten Buches soll diejenige Figur Quadrat 
heilsen, welche gleichseitig und rechtwinklig ist. Es fragt sich aber, ob 
eine Figur von vier Seiten vier rechte Winkel haben kann, und dann, ob sie 
zugleich gleichseitig sein kann; Beides sind erst Gegenstände von Lehrsätzen 
urme Beweisen. 

Auf ähnliche Art verhält es sich mit der 31sten und 33sten Definition des 
Oblongums und Rhomboids. 

In der 17ten Definition bedarf der Zusatz, dafs der Durchmesser den Kreis 
halbırt, des Beweises. 

Die 5te und 6te Definition des vierten Buches palst nur auf solche gerad 


.. 
Li=- 


nıge Figuren, die um und ın einen Kreis beschrieben werden können. 

Nach der ersten Definition des sechsten Buches sollen ähnliche Figuren 
diejenigen heilsen, deren Winkel einzeln gleich, und ın welchen die um die glei- 
chen Winkel liegenden Seiten proportionirt sind. Es ist aber nicht an sich selbst 
klar, dals diese beiden Eigenschaften von Figuren zugleich Statt finden 
können. In der That wird erst späterhin bewiesen, dals sie bei Dreiecken noth- 
wendig immer zugleich Statt finden. Sie konnten also auch möglicher Weise als 
nicht coexistirend vorausgesetzt werden, weil eine solche Voraussetzung 
erst durch einen Beweis widerlegt werden mulste. Bei mehrseitigen Figuren kön- 
nen sie auch nur mit einander verbunden sein, sind es aber nichtnothwendig. 


Daher palst die Verbindune der beiden Eigenschaften nicht zur Definition. Dals 
| g 6 


die Figuren, von welchen die ersten Bücher handeln, auch:wenn sie von mehr 


























Olivier, über einige Definitionen in der Geometrie. 243 


als drei geraden Linien eingeschlossen werden, in Ebenen liegen sollen, 
muls mehrentheils als vorausgesetzt betrachtet werden. 

Nach der 3ten Definition im 1ften Buche, soll eine gerade Linie auf einer 
Ebene perpendiculair heilsen, wenn sie auf allen geraden Linien, die in der 
Ebene durch den Durchschnitt der Ebene mit der Linie gehen, perpendiculair 
stehet. Es ist aber die Frage, ob eine solche Linie möglich ist. Die Mösglıich- 
keit folgt erst aus dem Beweise des vierten Lehrsatzes im 11ten Buche. 

Die 9te und 101e Definition ähnlicher und gleicher Körper, dals sie 
solche sein sollen, welche von ähnlichen oder gleichen Ebenen begrenzt werden, 
sind, was auch z. B. Legendre in der Xliten Anmerkung seiner Geometrie be- 
ınerkt hat, wirkliche Lehrsätze, die sogar recht schwierig zu beweisen sind, 
und allgemein erst in der neuesten Zeit bewiesen wurden. Selbst, wenn man mi? 
lLegendre annimmt, dafs Euclid nur solche Poly@der ım Sinne gehabt habe, de- 
ven Körper-Winkel alle dreiseitig sind, bedarf der Satz, dals dergleichen Kör- 
per, von gleichen und ähnlichen Ebenen umschlossen, gleich und ähnlich sind, erst 
uoch des Beweises. Man kann z. B. nicht ohne Beweis sagen, dals zwei Pyrami- 
den congruiren, wenn die vier Dreiecke, welche die eine umschlielsen, den vier 
Dreiecken, welche die andern begrenzen, gleich sind. Nimmt man an, dafs in 
den Abschriften des Euclides der Zusatz von der Gleichheit der Winkel, welche 
die umschliefsenden Ebenen ähnlicher Poly@der mit einander machen, ausge- 
lassen sei, so verhält es sich mit der Erklärung noch wie mit der ersten im Öten 
Buche von der Aehnlichkeit der Figuren in der Ebene. Die Möglichkeit sol- 
cher Polyeder ıst nıcht an sich selbst klar. 

Die 13te Definition im 14ten Buch erklärt ein Prisma für einen Körper, 
von dessen begrenzenden Ebenen zwei einander gegenüber, gleich und parallel, 
die übrigen aber P arallelogramme sınd. Es bedarf aber des Beweises, dals 
das Letzte möglich ist. 

Die Erklärungen der fünf regulaıren Körper Nr. 25. 26. 27. 28. 29. ım 
{iten Buche setzen die Möglichkeit solcher Körper voraus, die aber nicht von 
selbst einleuchtet. 

Die Definitionen der Kugel, des Kegels und Cylinders, Nr. 14. 18. und 21. 
ım {ften Buche, sind dy namisch. Es wäre aber erst nachzuweisen, dafs derglei- 
chen Erklärungen mit den übrigen, nicht dynamischen, in keinem Wider- 


spruche stehen, denn läifst man diese Art zu definiren in der Geometrie zu, so 


kann auch das berühmte A4te Axiom, worauf dıe Parallelen- Theorie beruhet, 
Soll sie aber dort nicht gelten, so darf sie es auch hier nicht. 
2” 


bewiesen werden. 
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Da sich das Werk des Euclides im Uebrigen durch Consequenz und 
Schärfe der Begrifle in so hohem Grade auszeichnet, so ist zu vermuthen, dals 
die Definitionen, welche Lehrsätze enthalten, ursprünglich vom Verfasser selbst 
nicht an die Spitze der Abschnitte gestellt wurden, sondern dals sie nur durch 
die Abschriften und Uebertragungen dahin gerathen sind, und dafs Ergänzungen, 
welche fehlen, verloren gingen. Da die Euclidischen Definitionen sonst genau 
und strenge sind, so würde, um das Euclidische Werk auch in diesem Betracht 
von wahrscheinlich unverschuldeten Vorwürfen zu befreien, weiter nichts nöthig 
sein, als die Definitionen am gehörigen Orte, erst hinter die Lehrsätze, deren 
sie bedürfen, einzuschalten. 

Abgesehen aber vom Euclidischen und jedem anderen Lehrbegriffe der 
Geometrie, ist es unstreitig gut, dafs man die Definitionen der Gegenstände, 
welche untersucht werden sollen, theils so einfach und bestimmt gebe, als es 
sich thun lälst, theils sie so weit vorrücke und so allgemein mache, als möglich. 
Je leichter und eher man erfährt, wovon die Rede ist, und je bestimmter und 
umfassender es ausgedrückt wird: um so besser ist es. Hat man nur erst klare 
Vorstellungen von dem, worauf es ankommt, so kann man in der Mathematik 
nicht leicht mehr irren; denn es sind alsdann nur noch Schlüsse übrig, welche 
in der Vernunft selbst legen, die sich nie widerspricht. Hat die Vernunft einen 
Gegenstand erst richtig ergriffen, so fördert ihr Mechanismus das Resultat, wie 
von selbst, zu Tage. In Voraussetzungen kann man Fehler machen, die aus der 
Unvollkommenheit des menschlichen Erkennungsvermögens entstehen: in Schlüs- 
sen nicht mehr. Das ıst eben die Unfehlbarkeit der Mathematik. 

Wir wollen in diesem Sinne einige Vorschläge zu Definitionen machen, und 
dabei diejenigen von der Gleichheit, — vorzüglich aber von der Aehnlich- 
keit der Figuren, welche letztere besonders eine der schwierigeren zu sein 
scheint, zum Hauptgegenstande machen; die übrigen also nur in sofern berüh- 


ven, als sie auf jene Bezug haben können. 


{) Jeder begrenzte Ratım heilse Körperraum, die Grenze eines Körper- 
raumes Fläche, dıe Grenze einer Fläche Linie, die Grenze einer Linie Punct. 
Alles Ausgedehnte, als Körperraum, Fläche und Linie, heifse Figur. Eine ein- 
geschlossene Fläche heilse Flächenfigur, eine umschlossene Ebene ebene 
Figur, ein umschlossener Körperraum Körper, ein von E benen unıschlosse- 


ner kKörperraum Polyeder. 


2) Dals man sich eine und dieselbe Figur an beliebigen Orten im Raurne 
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vorstellen kann, muls als Grundsatz angenommen werden. Auch Euelid 
Ihut es, indem er z. B. Dreiecke aufeinander legt n. s. w. 

\Yenn man sıch nach diesem Grundsatze eine und dieselbe Figur nach em- 
ander an verschiedenen Orten im Raume, an allen diesen Orten abeı 
gleichsam die Spuren der Figur zurückgeblieben vorstellt, so entsteht eine belie- 
bige Menge von Figuren, welche alle die Eigenschaft haben, dafs sie einen und 
denselben Ort im Kaume einnehmen können. Es sind also Figuren möglich, 
deren Grenzen alle einen und denselben Ort im Raume einnehmen, 
oder die ineinander fallen oder congruiren, oder sich decken können. 
Dergleichen Figuren sollen gleich oder congruent heilsen. Weiter unten 
werden wir auf eine zweite Definition der Gleichheit der Figuren kommen. 

3) Kıne Linie von beliebiger Länge, die mit einer ihr gleichen Linie auf 
keine Weise einen Flächenraum einschlielsen kann, heilse gerade, jede andere, 


wenn sie weder selbst gerade, noch aus geraden zusammengesetzt ist, krumm. 


= 


Diese Erklärung der geraden Linie kommt der Euclidischen, vermöge «es 


I 


z 


zwölften Grundsatzes dieses Schriftstellers, am nächsten. 

4) Eine Fläche, die mit einer ihr gleichen Fläche auf keine Weise einen 
Körperraum einschlielsen kann, heilse eben oder Ebene‘, jede andere, went 
sie weder selbst eben, noch aus Ebenen zusammengesetzt ist, krumm. 

5) Die Neigung zweier sich schneidender gerader Linien in ihrem Durch- 
schnitt heilse Winkel, der Durchschnittspunet Scheitel, die von zwei sich 
schneidenden geraden Linien eingeschlossenen, neben einander liegenden \W in- 
kel Nebenwinkel, gleiche Nebenwinkel rechte, Winkel, die kleiner als rechte 
sind, spitz, Winkel, die grölser sind, stumpf. 

6) Nachdem aus den Eigenschaften der Ebene bewiesen worden, dafs dar- 
ın überall gerade Linien liegen können, nenne man gerade Linien in einer Ebene 
die sich nirgend begegnen, Parallelen. Ebenen, die sich nirgend begegnen 
nenne man parallel. 

7) Nachdem bewiesen worden, dafs sich zwei Ebenen nur in einer gera- 
den Linie schneiden können, nenne man den Winkel, welchen zwei beliebige, 
in den Ebenen auf ıhren Durchschnitt durch einen und denselben Piimet dessel- 
ben gezogenen Perpendikel einschlielsen, Ebenen- Winkel oder Winkel 
der Ebenen, den Durchschnitt der Ebenen, Kante (ardie), die Kızur, 
welche drei und mehrere, durch einen und denselben Punet gehenden Ebenen 


bilden, nenne man drei-, vier- etc. seiige Körper-Ecke (angle solide a trois, 


quatre ete. faces), die einschliefsenden Ebenen, Seiten, ihre Darchschnitte 
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Kanten, die Winkel, welche die Ebenen mit einander machen, Seiten-Win- 
kellangles des faces), die Winkel zwischen den Kanten, Kanten- Winkel. 

S) Ebene Figuren, die von drei, vier und mehreren geraden Linien um- 
schlossen sind, nenne man Dreieck, Viereck, u. s. w., die umschliefsenden 
seraden Linien, Seiten der Fienr, die Winkel, welche die Seiten mit einander 
machen, Winkel der Fıgur; gerade Linien, welche die Scheitel der Winkel 
verbinden, ohne Seiten der Figur zu sein, Diago nalen. Einzelnen, durch be- 
stimmte Verhältnisse der Seiten und Winkel von anderen sıch unterscheidenden 
Arten von Figuren können ıhre Benennungen, wie z. B. Pa rallelogramm, 
iechteck, Quadrat, regelmälsiges Vieleck u. s. w., erst dann oegeben 
werden, wenn bewiesen worden, dals die Verhältnisse, auf welche sich die Be- 
nennungen beziehen, möglich sınd. 

0) Die Ebenen, welche ein Poly@der einschlielsen, nenne man Seiten- 
Fbenen (faces ), ihre Durchschnitte Kanten (aretes), die Körperecken des 
Polyöders Ecken (angles solides), die Wınkel, welche die Kanten miteinander 
machen, Kanten-Wınkel (angles des ardtes), die Winkel, welche die Seiten- 
Ebenen mit einander machen, Seiten-Winkel (angles des faces), die Diago- 
nalen in den Seiten-Ebenen Seiten-Diagonalen (diagonales des faces), ge- 
rade Linien, welche, ohne ın einer Seiten-Ebene zu liegen, Ecken des Poly@ders 
verbinden, Ecken-Diagonalen (diagonales du polyödre), Ebenen, welche, 
ohne Seiten-Ebenen zu sein, Kanten des Poly@ders mit Ecken verbinden (nach- 
dem bewiesen worden, dals durch eine gerade Linie und einen Punct aufser- 
halb derselben immer eine Ebene liegen kann), Diagonal-Ebenen (plans 
diagonaux). Nachdem ferner bewiesen worden, dafs in jedem Poly@der die 
Zahl der Seiten, Ecken und Kanten von einander abhängt (der bekannte Euler- 
sche Satz, dafs die Summe der Zahl der Ecken und Seiten immer um zwei grölser 
‚st als die Zahl der Kanten ), nenne man ein Poly@der, welches, um es allgemein 
auszudrücken, k Ecken, zn Seiten und r Kanten hat, k eckiges m Seit, oder 
k ekiges n Kant, oder m seitiges k Eck, u. s. w. (polyödres a k angles so- 
hdes et m faces etc. Ich glaube, dafs sich dies ım Deutschen kurz so ausdrücken 
lifst. D. H.). Einzelnen, durch bestimmte Verhältnisse der Flächen, Kanten- 
Winkel, und Seiten- Ebenen - Winkel von einander sich unterscheidenden Arten 
von Polv@dern, können ıhre Benennungen, wie z. B. Würfel, Tetra@der, 
Prisma, regelmälsiges Poly@der ete., wie oben, erst dann gegeben wer- 


I 


den. wenn bewiesen worden, dals die Verhältnisse, auf welche sich die Benen- 


nungen beziehen, möglich sind. 
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10) Der Definition (2.) gemäfs, sind in gleichen Figuren nothwendig alle 
ähnlich liegende gerade Linien, welche z. B. Ecken verbinden, und alle Winkel, 
die von solchen Linien oder von gleichliegenden Ebenen eingelchlossen werden, 
gleich grols, denn wären irgend zwei gleichliegende Linien oder Winkel un- 
gleich, so könnten sich die Figuren nicht mehr decken. Gleiche Figuren 
haben also nothwendig überall gleiche Seiten, Diagonalen und Win- 
kel. Man kann aber umgekehrt, ohne im Voraus auszusprechen, was erst her- 
nach bewiesen wird, nicht sagen, dals eine Figur, in welcher alle gerade Linien 
und Winkel gleich sind denen in einer anderen, dieser gleich ist. Denn wenn 
man die Eigenschaften der Figuren untersucht, so findet man, dals die Seiten 
und Diagonalen einer Figur in der Ebene, oder die Seiten und Diagonalen der 
Ebenen, welche eine Figur ım Raume einschliefsen, nebst den Winkeln zwischen 
denselben, nicht allesammt willkürlich sind, sondern dals immer einige 
von den übrigen, die ebenfalls vielleicht noch gewissen Bedingungen unterwor- 
fen sind, abhängen. Z. B. wenn ın einem Dreieck die drei Seiten, oder zwei 
Seiten und der eingeschlossene, oder der der grölseren gegenüberliegende W ın- 
kel, oder zwei Winkel und eine Seite eine bestimmte Grölse haben, so sind die 
übrigen Stücke (parties) nıcht mehr willkürlich, sondern hängen von 
denübrigenab. Auch die gegebenen Stücke sind noch gewissen Bedingun- 
gen unterworfen. Z. B. von den drei Seiten eines Dreiecks dürfen zwei zusarn- 
men nicht kürzer sein, als die dritte; zwei gegebene Winkel dürfen beide nicht 
stumpf sein, u. dergl. Man muls also die unabhängigen Stücke einer Figur 
von den abhängigen unterscheiden, und man könnte, wenn man die Gleich- 
heit von Figuren durch ihre Seiten, Diagonalen und Winkel definiren wollte, 
nur sagen: Figuren sind gleich, wenn es ihre unabhängigen Seiten oder Dia- 
gonalen und Winkel, überhaupt ihre unabhängigen Stücke sind; denn als- 
dann sind die übrigen Stücke ebenfalls, und folglich alle Stücke nothwen- 


dig gleich. Man könnte die unabhängigen Linien einer Figur messende oder 
bestimmende Linien, die unabhängigen Winkel messende oder bestim- 
mende Winkel (lignes et angles determinants) nennen. Da aber, was «o 
ausgesprochen wird, eigentlich nur ein Inbegriff von Resultaten ist, so ist es 
keine Definition, und man kann nur sagen: Gleiche Figuren sind, die 
sich decken. Die obige Unterscheidung unabhängiger Stücke einer Figur von 


den abhängigen ist aber nützlich und nothwendie, um ähnliche Figuren zu 
oo Fe) £ 


definiren; worauf wir jetzt kommen. 
14) Man definire: Figuren sind ähnlich, wenn die messenden Linien 
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der einen, Gleichviefache (eguwrmultiples) der messenden Linien der anderen, 
und die messenden Winkel der einen den messenden Winkeln der anderen 

Ih sind. [Diese Definition hängt von keiner Eigenschaft der ein- 

'n Figuren ab, und ist also erlaubt. Denn mit unabhängigen Stücken 
können beliebige Figuren gebildet werden, und folglich auch Figuren, deren 
V inkel denen einer anderen gleich, und deren Linien Gleichvielfache von denen 
einer gegebenen Figur sind. 

Biese Definition ähnlicher Figuren würde an die Stelle der Euclidischen 
treten, in sofern man die Erklärung, statt hinter die Untersuchung der Eigen- 
schaften ähnlicher Figuren, vor dieselbe setzen wollte; welches offenbar besser 
wäre, weil alsdann um so eher allgemein bezeichnet würde, wovon die Rede ist. 
Die darauf folgende Untersuchung ähnlicher Figuren mülste alsdann zeigen, 
das auch die abhängigen Linien der einen Figur nothwendig Gleichviel- 
fache von den abhängigen Linien der anderen, und zwar die nemlichen \iel- 
{ach wie die messenden Lanien, und die abhängigen Winkel der einen Figur 
polliwendig den abhängigen Winkeln der anderen gleich sind. 

\\ ollte man die Euclidische Definition beibehalten, so müfste man erst 
blos Fizuren von der Art sıch vorstellen, dals die messenden Linien der einen, 
(Z\cichviellache von den ähnlich hegenden Linien der anderen, und die mes- 
senden Winkel der einen den ähnlich liegenden Winkeln der anderen gleich 
sind. Von diesen Figuren mülste man dann beweisen, dafs auch die übri- 
en Juinien der einen eben solchen Gleichvielfachen der übrigen Linien der 
anderen, und die übrigen Winkel der einen den übrıgen Winkeln der an- 
deren gleich sind, dals also Figuren existiren, von der Art, dals alle Linien 
der einen Gleichvielfache von ähnlich liegenden Linien der anderen, und alle 
Winkel der einen, ähnlich hiegenden Winkeln der anderen gleich sind. Erst 
dann könnte man dergleichen Figuren ähnlich nennen. Die Definition stände 
also, statt vor dem Abschnitt, hinter demselben, was, wıe leicht zu sehen, 
nicht so gut ıst, als wenn man sie, wie vorhin, vor den Abschnitt setzt. 

12) Aber anch die erste Definition ähnlicher Figuren (11.) hat noch die 
Schwierigkeit, dals man erst vollständig nachweisen mufs, welche Stücke einer 
Four unabhängig, und welche es nicht sind, welches besonders beı Poly dern 
schr schwierig, und, so viel mir bekannt, noch nirgend vollständig und alige- 
men geschehen ist. Da diese Nachweisung erst durch die Untersuchung glei- 
cher Fignren gegeben werden kann, so kann man auf diese Weise von ähnl;- 


chen Kızuren keine Definition eher geben, ehe nıcht oleiche Figuren unlter- 


suchi 
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sucht sınd. Man könnte zwar definiren: Figuren sind ähnlich, wenn die nem- 
lichen Linien und Winkel, von deren Gleichheit die Gleichheit der Figuren 
abhängt, erstere in der einen Figur Gleichvielfache von denen der anderen, letz- 
tere in beiden Figuren gleich grols sind. Allein diese Definition wäre immer 
nur das Nemliche: sie wäre an die Frage gebunden, von welchen Stücken die 
Gleichheit zweier Figuren abhänge ? und also erst dann völlig verständlich, wenn 
diese Frage beantwortet, das heilst, wenn die Gleichheit der Figuren vollstän- 
dig untersucht wäre. 

Da man nun aber wünschen könnte, einen Begriff von ähnlichen Figu- 
ven schon früher, und vielleicht sogar schon mit der Definition von gleichen Fi- 
suren zugleich zu geben, so fragt es sich, ob und wie fern dieses möglich seı. 

Man fällt leicht auf den Gedanken, die Erklärung gleicher Figuren durch 
CGongruenz oder durch Decken, bei ähnlichen Figuren nachzuahmen und 
z. B. zu sagen: Figuren sind ähnlich, wenn sie, ın eine parallele Lage 
sebracht, und aus einem und demselben Puncte geschen, sich 
decken. Diese Erklärung ist auch für Figuren in der Ebene völlig zulänglich. 
Man kann unstreitig die Ebenen, in welchen sich zweı Figuren befinden, parallel 
mit einander legen. Deckt alsdann in irgend einer Lage die obere Figur, aus 
irgend einem Puncte gesehen, die untere, so kann ınan sie der unteren ähnlich 
nennen; denn diese Bedingung der Achnlichkeit ıst an keine Eigenschaft 
der Figuren selbstgebunden. Aber man kommt mit der Erklärung nicht 
aus, wenn eine Figur in verschiedenen Ebenen liegt, also z. B. bei Polyc- 
dern. Denn die Seiten-Ebenen der Poly&der haben gegen einander bestimmte 
Neigungen, und da man nun nur eine Ebene der einen Figur mit einer 
Ebene der anderen willkürlich parallel legen kann, so hängt es schon von den 
Kigenschaften der Figur ab, ob auch zugleich die übrigen Ebenen der einen 
Figur mil den gleichliegenden Ebenen der anderen parallel sind. WVollte man 
zur Bedingung der Aehnlichkeit machen, dals alle Ebenen ähnlicher Figuren 
ın paralleie Lagen müssen gebracht werden können, so hängt es wiederum von 
den Eigenscha [ten der Figur ab, ob auch alsdann z. B. die Kanten und Dia- 
gonale der einen Figur Gleichvielfache von denen der anderen sind, wie es die 
Achnlichkeit wirklich erfordert. Die Definition kann daher ohne vorhergegan- 
gene Lehrsätze nicht bestehen, und ist folglich nicht willkürlich. 

Nicht anders verhält es sich, wenn man, statt des Parallelismus der 


Ebenen einer Figur vielmehr den Paralleliısmus der Kanten oder Se+- 


ten und Diagonalen zur willkürlschen Bedingung der Achnlichkeit machen, 
l. ey. 
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und also z. B. sagen wollte: Achnlich sınd Figuren, deren Kanten, parallel ge- 
legt, in irgend einer Lage, aus einem und demselben Punct gesehen, sich decken. 
Es muls alsdann erst wieder bewiesen werden, dafs die Kanten alle parallel ge- 
legt werden können, so dals es mit der wirklichen Aechnlichkeit bestehe. 
Anders dagegen verhält es sich, wenn man die Aehnlichkeit von Figuren we- 
der durch die Lage von Ebenen, noch durch die Lage von Linien, sondern 
vielmehr durch die Lage von Puncten erklärt, und sagt: Figuren sınd 
ähnlich, wenn alle ihre Ecken so gelegt werden können, dafs die 
Ecken der einen und dieähnlich liegenden Ecken der anderen in 
geraden Linien liegen, welche durch einen und denselben Punct 
gehen, und wenn zueleich die Entfernungen der Ecken der einen 


F , 
A 


nungen derEcken der anderen von dem nemlichen Puncte. 


gur von diesem Puncte Gleichvielfache sınd von den Entfer 

Diese Erklärung ähnlicher Figuren ıst von jeder Eigenschaft der Fienren 
unabhängig, und kann folglich allen Lehrsätzen vorhergehen. Denn nach « 
Bedingungen für gerade Linien kann man unstreitig durch jede Ecke einer Figur 
und einen anderen bestimmten Punet beliebige gerade Linien legen, und in die- 
sen Linien kann man, von dem bestimmten Punet aus, beliebige Längen, also 
auch solche nehmen, welche Gleichvielfache der Entfernungen des Punets von 
den Ecken der ersten Figur sind. Diese Puncte kann man zu Ecken einer nenen 
Figur machen, und also völlig willkürlich eine neue Figur consiruiren, die 
ınan der gegebenen ähnlıch nennt. In der That hat diese nene Figur alle 
Eigenschaften derjenigen, die nach Euclides wirklich der gegebenen ähnlich ıst. 
nemlich: ähnlich liegende Linien der einen Figur sind Gleichvielflache der ande 
ren, und ähnlich liegende Winkel der einen sind den Winkeln der anderen 
oleich. Dieses muls hernach, wenn die Eiseuschaften der ähnlich genannten Ki- 
suren untersucht werden, bewiesen werden, und wird ın der That aus den Ber 
dingungen der Definition selbst, mit Hülfe folgender drei Sätze gefunden, die 
also nur @ prior! zu beweisen sind: 

1) Dals wenn zwei Seiten eines Dreiecks Gleichvielfache von zwei Seiten eines 
anderen, und die eingeschlossenen Winkel in beiden Dreiecken gleich sind: 
dafs dann die dritte Seite des einen Dreiecks das nemliche Vielfache von 
der driiten Seite des anderen ıst: 

Dals, wenn die drei Seiten des einen Dreiecks Gleichvielfache von den dreı 


u Pr “ . s y y. . y . 7 
Seiten eines anderen sind, Jdals dann die Winkel des einen Dreiecks den 


Winkeln des anderen gleich sind; 
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3) Dafs wenn die Kanten einer von Dreiecken umschlossenen Pyramide Gleich- 
vielfache von den ähnlich liegenden Kanten einer anderen Pyramide sind, 
dals alsdann auch alle Seitenwinkel der beiden Pyramiden gleich sind. 

Mit Hülle der drei Sätze ist der Beweis folgender: 

Man stelle sich vier beliebige Puncte ım Raume vor, die wir durch A, DB, 
U, D bezeichnen wollen. Durch je zwei kann eine gerade Linie hegen, also kön- 
ven sechs gerade Linien, AB, AC, AD, BC, BD und CD Statt finden 
Durch jede drei Linien kann eine Ebene liegen, also 4 Ebenen, ABC, A BD 
AGD und. BCD. Die 6 geraden Linien werden die Seiten der 4 Ebenen sein, 
und die Ebenen werden eine Py ramide einschlielsen, deren Ecken die Puncte 
41,8, 0, D sind. Man stelle sich ferner 4 andere Puncte a, 5, c, dJım Raum« 
vor, und lege durch dieselben, auf ähnliche Weise, Linien und Ebenen, so dals 
zweite Py ramide abcd entstehet. Nun werde vorausgesetzt, dals die Puncte 


D und d so gelegt werden können, dals sie mit 


eine 
And a, Bund db, C und e, 
irgend einem Puncte P im Raume in seraden Linien AaP, BEP, GeP und 
DdP liegen, und dafs 


AP _ BP __CP _DP 


[ 


aP tP cp IP 
ist, wie es die Definition ähnlicher Figuren verlangt. Alsdann haben offenbar 


die Dreiecke APB und aPb. APU und aPc, APD und aPd, BPEÜ 
ınd#aPre, BPDund Pd, CPD und ePd gleiche W inkel zwischen gleich 
vielfachen Seiten. Wenn also nun (1.) bewiesen worden, dals in solchen Drei- 


cken die dritten Seiten die nemlichen Gleichvielfachen sınd, so tolgt, dals 


1B nr AC __ AD _ BC __ BD ED 
ab ac ad be bd cd 


Die Seiten der Ebenen BC, ABD, ACD und BUD sınd also särmmt 
der Seiten der Ebenen abe, ab d und cd. Wenn daher 
ierner (2.) bewiesen worden, dals die Winkel von Dreiecken, deren Seiten 


leich sind, so folgt, dals die Kantenwinkel der beiden Py- 


.. u ee 
l;ch Gleichvielfache 


Gleichvielfache sınd, & 
ramiden gleich sınd. 


Seitenwinkel zweier dreiseitigen Pyramiden gleich sind, wenn die Kanten der eı- 


YIw 


Und wenn drittens (3.) bewiesen worden, dals auch die 


nen Gleichvielfache sind von den Kanten der anderen, so folet, blos aus der 
Definition. dafs alle Linien der einen Pyramide ABCD Gleichvielfache sind 


von den ähnlich liegenden Linien der anderen abed, und alle Winkel der 


ersten Pyramide leich den ähnlich liegenden Winkeln der anderen. Nun kann 
man sich aber jedes Poly@der aus solchen dreiseitigen Pyramiden zusammenge- 


y# 


2 
J 
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setzt vorstellen, und wenn das Poly@der Ebenen von mehr als drei Seiten hat, 
so fallen blos vier und mehrere Ecken in eine Ebene. Der obige Beweis bleibt 
derselbe. Also folgen aus der Definition die Eigenschaften ähnlicher Figuren für 
jeden beliebigen Fall. 

Da die Definition auch unverändert auf beliebige krumme Linien und 
Flächen palst, und für diese sogar vielleicht die allgemeinste ist, weil sich 
krumme Linien und Flächen durch messende oder bestimmende Linien weniger 
gut definiren lassen, als Figuren, die von geraden Linien und Ebenen einge 
schlossen sind, so scheint sie ihrem Gegenstand angemessen zu sein. Uebrigens 
enthält die Definition auch diejenige von gleichen Figuren einschliefslich. Für 
den Fall gleicher Figuren liegt nemlich der Punct, in welchem sich die geraden 
Linien durch die Ecken vereinigen, unendlich entfernt, die geraden Linien durch 
ihn und die Ecken sınd Parallelen, und die Entfernungen der Ecken zweier glei- 
cher Figuren von einander sind einander gleich. Dieses ist die oben (2.) er- 
wähnte zweite Definition gleicher Figuren. Die Definition palst allgemein, 
auf alle Fälle 








25. 


Fortsetzung der geometrischen Betrachtungen (18. Heft 2.). 


(Von Herrn J. Steiner.) 


S- V. Fortsetzung der Folgerungen aus der gemeinschaftlichen Potenz bei Kreisen, die in 
;- . 2 ‘ y > 2 »r , S Y - 7 fi .. 
einerlei Ebene liegen. ($. Il. S. 173. Heft 2.) 


20. 
enn eine gerade Linie zwei, der Grölse und Lage nach gegebene Kreise 
schneidet, und durch einen der beiden Achnlichkeitspuncte derselben geht: so 
sind nach (7.) die nach den Durchschnittspuncten gehenden Radien der Kreise 
paarweise parallel, und nach (10.) ist das Product aus den Abständen zweier sol- 
eher Durchschnittspuncte, deren zugehörige Radien nicht parallel sind, von dem 


genannten Achnlichkeitspunct, eine beständige Grölse, welche wir die gemein- 


schaftliche Potenz der Kreise, in Bezug auf den Achnlichkeitspunct, genannt ha- 
ben. Zum Beispiel: Zieht man aus dem äufsern Aehnlichkeitspuncte A der bei- 


den gegebenen Kreise m, M (Fig. 2.) die gerade Linie 46, 5.BB,, welche die 











2) 
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Kreise in den Puncten 5,6, B, B, schneidet: so sind sowohl die Radien mb, 
und MB, als auch mb und MB, parallel; und andererseits sind sowohl die 
Puncte d und D, als auch 5, und D,, in Bezug auf den Achnlichkeitspunet 1 
potenzhaltend, d. h., das Product #44,x AB =. 1b, X AB, ist eine beständige 
Gröfse a’, wie auch immerhin die schneidende Linie ihre Lage ändern mag. 

Es ist klar, dals einem bestimmten Punct 6 oder 5, nur ein einziger Punct 
DB oder B, so entspricht, dafs beide zusammen, in Bezug auf den Achnlichkeits- 
punct A, potenzhaltend sind, d.h., dafs beide Puncte auf einerlei Seite von A 
liegen (im gegenwärtigen Fall), und dafs das Product AbX AB oder Ab, x AD, 
einer gegebenen Grölse a’ gleich ıst: so dafs also jeder Punct BD, welcher mit 
irgend einem Punct 6, der in der Peripherie des Kreises m liegt, in Bezug auf 
den Aehnlichkeitspunet A, potenzhaltend ist, nothwendig in der Peripherie des 
Kreises M liegt. Daher folgt der nachstehende Satz : 

„Ist ın einer Ebene ein beliebiger Punct A und ein Kreis m, der Lage und 
Gröfse nach, gegeben, und man zieht aus dem Punct eine gerade Linie, welche 
den Kreis in den Puncten 6, 6, schneidet, und nimmt in dieser Linie die Puncte 
D, B, so an, dals sie mit jenen Puncten d, 5, auf einerlei Seite von A liegen, tınd 
dals das Product AbxX Ab= Ab, X AB, einer gegebenen Grölse a° gleich 


ist: so ist der geometrische Ort der Puncte B, B, die Peripherie eines bestimm 
ten Kreises M, welcher mit dem gegebenen Kreise m den gegebenen Punet 4 
zum Achnlichkeitspunct, und, in Bezug auf diesen, die genannte Gröfse @” zur 
neinschaftlichen Potenz hat.” 

Achnliches findet in Bezug auf den innern Achnlichkeitspunet (7) (7.) zweier 


aulser einander liegender Kreise m, M, und bei zwei in einander liegenden, so 


gr 
n‘ 


wie auch bei zwei einander schneidenden Kreisen Statt. 
1: 

Haben die beiden Kreispaare m, M und ım,, M, (Fig. 3.) denselben Puncet 
AS zum Achnlichkeitspunct, und, in Bezug auf denselben, gleiche und gleichartige 
(12.) gemeinschaltliche Potenzen: so folgt, dals die Puncte, in welchen z. B. 
die Kreise 7, M, einander schneiden, mit den Puncten, in welchen die Kreise 
m,m, einander schneiden, m Bezug auf den Achnlichkeitspunct T polenzhal 
tend sind. Denn schneiden die Kreise M, M, einander in den Puncten BD und 
CG: so folgt (20.), dals z. B. derjenige Punct 5, welcher mit dem Puncte B, in 
Bezug auf den Achnlichkeitspunet „4, potenzhaltend ist, vermöge der Voraus 


setzung und verinöge des Kreispaars m, M, ın der Peripherie des Kreises rn, 


und vermöge des Kreispaars m,, MM , ın der Peripherie des Kreises sn, liegt, 
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folelich liegt er in beiden Kreisen mn, m, zugleich, d.h. er ist einer ihrer Durch- 


“) 


schnittspuncte. Daher folst Nachstehendes: 
„Haben zwei Kreispaare m, M und n,, M, einen und denselben Punct A 
um Aehnlı hkeitspunct, und, in Bezug auf denselben, gleiche und gleichartige 
ICINEINSE haftliche Potenzen: so liegen sowohl die Durchschnittspuncte der Kreise 


W,N mit denjenigen der Kreise zn, mn,, als auch die Durchschnittspuncte der 
Kreise MM, m, mit denjenigen der Kreise zn, M , paarweise mit dem Aechnlich- 
keiispunet I in eeraden Limen, d.h. 165D, AcG, AdD, AeE sind cerade 


1 


Lime: 
Hs ist klar. dals, wenn z. B. die Puncte B, C, in welchen die Kreise 7, M 


einander schneiden, zusammentallen, dals dann nothwendig auch die beiden 
we 

Durchschnitispuncte 5, ce der Kreise zr, mn, zusammendalien; woraus, als speziel- 

ier Fall ges vorlierenden Satzes, der nachstehende foist: 


m . . ı 7 1 ® } I 
‚Haben zweı Kreispaare zn, M und m , M. einen und denselben Punct zum 
\ehnlichkertspunet, und ın Dbezue aul denselben eleiche und gleichartige semem- 
’ ä j 5 ” ‚ “ + . ® . 5 
schaftliche Potenzen, und zwei von diesen Kreisen, die nicht ein Paar bilden 


(z. BD. M, M ), berühren einander: so berühren auch die beiden übrigen Kreise 


(rm, 7» ) einander, und die beiden Berührungspuncte liegen mit dem Achnlich- 
Loitspuncte Fin gerader Linie und sind in Bezug auf denselben potenzhaltend.” 

Kaas een en > ae ee Freien ee. } fallen ın einen einzigen Kreis 
1 . ’ et , fo!ot ferneı 


ist die Potenz eines Kreises 7, in Bezug auf den Aehnlichkeitspunct A 


werer gerebenen Kreise rrı, DI, gleich und gleichartig mit der gemeinschalili- 


chen Potenz der letztern Kreise. in Bezur aut denselben Punct: so berührt der 
E ’ Ei ® ıi o. = 
kreis 4, wenn er einen der beiden Kreise zn, AZ berührt, auch zugleich den 
1 2 2 « 
andern, und es liegen die beiden Berührungspuncle mit dem Punect „I in gerader 


u 


B.4A d4N 3 Ai s’t1tUi ii I ezug Ali dit iiSC1 ME Il IOlc sr alt DU. 


) 
De ze 


Aus dem Vorliegenden lassen sich unter andern nachstehende merkwürdige 
Folzerunsen ziehen. 


Es seien z. B. zwei beliebise, ın einander liegende Kreise z, N (d. ı. die 


Kreise e/ DU und feEF) (Fig. 4.) geseben, AG sei ihre Linie der gleichen 
i> tenren > ), und von den beiden beliebiren Kreisen Fri, /M berühre jeder 
le beide N reoebenen Kreise ungleichartie: so folgt (13.), dals der Aulsere 


\chnlichkeitspuunet 4, der beiden Kreise mn, M ın der Linie @_A liest, und 


T 


tolet (12.), dals die Potenz jedes der beiden zezebenen Kreise n, N, in 











- 
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Bezug auf den Achnlichkeitspunct „4, gleich und gleichartig ist der gemeinschaft- 
lichen Potenz der Kreise mn, M, in Bezug auf denselben Punct. Daher folet 
ferner, dals, wenn der Kreis m, die drei Kreise n, X, m berührt, dafs alsdann 
auch derjenige Kreis M,— welcher mit dem Kreise m, den Punct 4 zum Achn- 
lichkeitspuncet, und, in Bezug auf denselben, gleiche und gleichartige gemeinschaft- 
liche Potenz hat, wie das Kreispaar zn, M, — die drei Kreise z, \, M berührt 
(21.). Es ıst klar, dals ein Gleiches von einem folgenden Kreispaare m,, 4, , 
welches sich an das Kreispaar zn, , M, anschlielst, gilt; u. s.w. Man zieht dar 
aus folgende Sätze: 

„Beschreibt man irgend zwei beliebige Kreise za, 7, von denen jeder zwei, 
der Gröfse und Lage nach gegebene, in einander lierende Kreise z, N ungleich- 
artig berührt: so liegt ıhr äulserer Aehnlichkeitspunct f in der Linie der «lei 
chen Potenzen (GA) der gegebenen Kreise; und beschreibt man ferner aul 


Ms is ‚ weiche sıch 


eleiche Weise die Kreispaare m, M; NL, 


Mr . £ 7 } . 1} I “N 
an einander anschlieisen, d. h., welche einander der Ordnunz nach berühren: 





so hat jedes dieser Kreispaare denselben Punct FI zum äulsern Aehnlichkeit: 


punct. 


Stellt man sich eine Reihe Kreise M, MV ,M,,M.,..... cos, von. densih 
jeder die beiden gegebene Kreise zn, VW ungleichartig berührt, und welche eınan 


N 1 H 2 . ; Ryan m r Zi „ee N ) - 
der der Reihe nach berühren, fortgesetzt, bıs man wieder nach dem ersten reis 


Y/ zurückkommt, und so weiter ım Ring herum: so kehrt entweder die Reihe in 
sich selbst zurück oder nicht, d. h. 1) entweder gelangt man schon, wenn man 
zum ersten Mal zu dem Kreis M zurückkehrt, zu einem Kreise M,, welcher sich 
dem Kreise M anschlielst, so dals der darauf folgende Kreis MM, ,, mit dem Kreise 
M zusammenfällt, oder man gelangt erst, wenn man zum zweiten, dritten, vier- 


a etc. Mal nach dem Anfangsgliede der Reihe zurtickkehrt, zu einem 


solchen Kreise My, welcher sich gerade an den Kreis U anschlielst; oder 2) man 
gelangt nie, so lange man auch die Reihe fortsetzen mag, zu einem solchen 
Kreise, welcher sich dem Kreise M anschlielst, so dafs der Raum, in welchen: 
sch die Reihe befindet, für die letztere mcommensurabel ist. Da nun nach dem 


vorstehenden Satze die Kreise zr, MT, 200. , Fespecltive mil den Kreisen AJ/ 


M,Ms +... den Punet «I zum äufsern Achnlichkeitspunet haben: so folgt 


Ah . Pi . EUR _ . | 

als, wenn man in der letztern Reihe von Kreisen nach einem oder nach mehre 
| Is, » . Br A ı 4 MM, e 2 . ep 

ren Umläufen, zu einem solchen Kreise -Y, gelangt, welcher sich dem Kreise M 


anschlielst (ihn berührt), dafs dann auch in der erstern Reihe, der ebensovielte 


Kreis zr,, sich dem Anfangsgliede (zn) dieser Reihe anschliefst, und dafs die 








yp Ave . + 2 7 - 
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Reihe m, m ,m,,...» +: zn, eben so viele Umläufe enthält, als die Reihe M, 


M 


m M,. Daraus schlielst man folgenden merkwürdigen Satz: 

„Ist der Zwischenraum zwischen zweı, der Grölse und Lage nach gegebenen, 
in emander hegenden, Kreisen n, /, für eine bestimmte Reihe Kreise M, M , 
M,,.....M,, von denen jeder jene beiden ungleichartig berührt, und welche 
einander der Ordnung nach berrühren, commensurabel, d.h., besteht die 
Peihe aus x-+1 Gliedern, welche z Umläufe bilden, und berührt der letzte Kreis 
WM, wiederum den ersten M: so ıst derselbe Zwischenraum für jede beliebige 
erhe Kreise m, m, m,,....»- zn,, wo man auch das Anfangsglied m anneh- 
men mag, commensurabel; und es besteht die letztere Reihe ebenfalls aus x + 1 
Gliedern, welche # Umläufe bilden, wie jene erstere Reihe.” 

Es folgt aus diesem Satze zugleich: „dafs, wenn der genannte Zwischenraum 


fin ireend eine bestimmte reihe Kreise M, AR; M_, Er : incommensurabel ıst, 


er alsdann für jede andere Reihe Kreise m, m, , m,,.... ebenfalls incommien- 


I - 4 ” 
tIFADCI 1Si 


Es ist noch zu bemerken, dals, ım Fall die genannte Reihe in sich zurück- 
kehrt, d. 1. commensnrabel ıst, und z die Zahl der Umläufe derselben bezeichnet, 
dafs dann die Zahl der Glieder der Reihe nicht kleiner sein kann als 2u+ 1. 

\us dem Obigen folgt ferner: „dafs wenn z. B. der Kreis z die drei Kreise 
n, n,, N berührt, dals dann auch derjenige Kreis O, — welcher mit ıhm den 
Punet J zum äulsern Achnlichkeitspunct, und in Bezug auf diesen, gleiche und 
sleichartige gemeinschaftliche Potenz hat, wie die Kreispaare m, Mund m, M , 
— die drei Kreise M, M , N berührt; oder dals also umgekehrt, die beiden 
Kreise g, Q, welche man in die beiden, einander entsprechenden, Arbelen 
(krummlinigen Dreiecke) bed, BED beschreibt, mit den Kreispaaren m, M 
and a, M, ein und denselben Punct „4 zum Aebnlichkeitspunct, und in Bezug 
aul diesen, gleiche und gleichartige oemeinschaftliche Potenz haben. Eben so 


haben diejenigen beiden Kreise 0, O, welche man in die Arbelen bJefund BEF 


beschreibt, den nemlichen Punet „1 zum äulsern Achnlichkeitspunct, und ın Be- 


zuz auf diesen, gleiche und gleichartige gemeinschaftliche Potenz, wie jedes der 


- 


g 
‚enonnten Kreispaare. Und beschreibt man ferner ın zwei neu entstandene, ein- 
wunder entsprechende Arbelen, wie z. B. ın den Arbelos Ak, welcher zwilchen 

irei Kreisen a, za, , g liegt, und ın den entsprechenden Arbelos BHK, 
welcher zwischen den drei Kreisen 47, M , Q liegt, zwei Kreise r, ft: so haben 
auch diese den nemlichen Pnnct 4 zum äufsern Aehnlichkeitspunct, u. s. w., von 


.. w . . yo. r x 17* ” 
slecht zu Geschlecht, bis in’s Unendliche. 


> 


Alle 
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Alle die vorstehenden Sätze finden auf ganz gleiche Weise Statt, wenn an- 
statt der beiden in einander liegenden Kreise z, N, zwei aufser einander 
liegende Kreise gegeben sind, wie leicht zu sehen. 

Ferner finden bei Kreisen, die in einer und derselben Kugelfläche liegen, so 
wie überhaupt bei ebenen Curven, die in einer und derselben Fläche zweiten 


sen, ähnliche Sätze Statt. Endlich finden auch analoge Sätze beı Kugeln 


( 
Ä 


Grades lıe 
ım Raume Statt; von welchen Allem, nebst Mehrerem, an einem andern Ort. 
23. 

Da die Berührungspuncte d, D, in welchen der gegebene Kreis N die bei- 
den Kreise zn, M berührt, mit dem äulseren Achnlichkeitspunct A der letzteren 
Kreise in gerader Linie liegen (8.): so folgt, dafs, wenn man in dem Puncte d 
an die beiden Kreise zn, N (Fig. 5.) die Tangente da legt, welche die Linie der 
gleichen Potenzen AG der gegebenen Kreise n, N ın dem Puncte a schneidet, 
dafs dann der Kreis zrı mit keinem anderen Kreise M oder «ı, welcher die gege- 
benen Kreise r, N ungleichartig berührt, den Punct @ zum Achnlichkeitspunet 
haben kann; sondern dals vielmehr der äufsere Aechnlichkeitspunct, welchen der 
Kreis zn mit irgend einem jener Kreise gemein hat, entweder über oder unter 
dem Punet @ (in der Linie AG) liegt, je nachdem sıch der letztere Kreis (M 
oder ««) auf der einen oder auf der anderen Seite des Kreises m befindet. Z. B., 
der äufsere Achnlichkeitspunct 4 der Kreise zn, M liegt oberhalb, und der äufsere 
Achnlichkeitspunct & der Kreise m, . liegt unterhalb des Punctes a. 

Da jede beliebige gerade Linie ApP, welche durch den äufseren Achn- 
lichkeitspunct A der beiden Kreise m, M geht, eine äulsere Achnlichkeitslinie 
dieser Kreise ist (7.), d. h., die aus den Mittelpuncten mn, M nach jener Linie 
gezogenen Parallelen mp, MP sich wie die Radıen der Kreise mn, M, oder, 
wenn man diese Radien durch r, Äl bezeichnet, wie r zu AR verhalten, so ist 
mp _ MP 
-—-T 

Eben so hat man, wenn man nach der Linie ap, welche durch den äufseren 


Achnlichkeitspunet « der Kreise zn, 4 geht, die Parallelen mp, zur zieht, und 


" 5 a . np LTE 
den Radius des Kreises 4 durch g bezeichnet: re, 
r Q 
Zieht man nun die gerade Linie am, pP, : so schneidet sie offenbar von den 
1E er 7 Fe . ._. mp 
Linien ur, MP die Stücke m, PP, ab, so dafs folglich der Quotient un 
" a ) m MP s 
grölser ıst, als Jeder der beiden Quotienten CF und Er, Daraus folgt, dals 
% 


I. 33 
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der Quotient des Kreises zn (der dem Kreise zn zugehörige Quotient) ein Gröfs- 
tes ( Maximum) ıst. Das heilst: 

„Zieht man aus irgend einem Punct @ der Linie der gleichen Potenzen (AG) 
‚weier gegebenen, in einander liegenden Kreise n, VW, eine beliebige gerade Li- 
nie @p, und ferner aus den Mittelpuncten zn, 4, M,.... beliebiger Kreise m, 
4, M,...., von denen jeder die gegebenen Kreise ungleichartig berührt, nach 
jener Linie @p, in irgend einer Richtung, die Parallelen mp, un,, MP ,::- 


und dividirt diese durch die Radien 7,0, R,.... der respectiven Kreise m, 4, 





M,....: so ist der Quotient desjenigen Kreises zn (d. h. der Quotient, welche: 
zu diesem Kreise gehört), welcher mit demKreise M zusammen von der Tangente 
ad ın einem und demselben Puncte d berührt wird, unter allen übrigen Quolien 
ten der grölste.” 

Aus ganz gleichen Gründen ist auf der anderen Seite der Linie ap: „der 
Quotient desjenigen Kreises r,, welcher mit dem Kreise N zusammen von der 
Tangente ad, ın einem und demselben Puncte d, berührt wird, unter den Quo 
tienten aller diesseits liegenden Kreise der grölste. ” 

Nimmt man die zuerst betrachtete Seite der Linie ap als positiv, und die 
letztere als negativ an, so ist alsdann: „der Quotient des Kreises zn, in Bemug 
auf die Linie @p, der grölste posilive, und der Quotient des Kreises m, ist deı 
grölste negative.” 

In Bezug auf eine andere Linie aber, welche die gegebenen Kreise rn, 
nicht schneidet, wie die Linie @p, ist von den Quotienten der beiden Kreise rrr. 
n,, der eine unter allen übrigen der grölste, und der andern der kleinste. Nem- 
lich: in Bezug äuf irgend eine Linie @p,, welche den Winkel Aam theilt, ısı 
der Quotient des Kreises m unter allen übrigen der kleinste, und der des Kreises 
m, unter allen der grölste,; dagegen ist ın Bezug auf irgend eine Linie ap, 
welche den Winkel Gam, theilt, der Quotient des Kreises zn unter allen übrı- 
sen der gröfste; und der des Kreises zn, unter allen der kleinste. 

Vermöge des Bisherigen kann nun nachstehende Aufgabe leicht und b« 
(juem gelöset werden. 


Aufga b e. 


„Wenn zwei beliebige, in einander liegende Kreise 2, V, der Grölse und 


ne en du sa ira Ä Y a A 
l,age nach, gegeben sınd: unter allen Kreisen zn, m, , 4, {M,...., von denen 


eder jene beiden ungleichartig berührt, denjenigen zu finden, dessen Quotien! 
j i i } i ’ ii = un 17% > ] v “ i , I d IN.i4 


in Bezug auf eine gegebene gerade Linie (zp oder #p, oder ap,) ein Maximimn 
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oder ein Minimum ist, d. h. dafs, wenn man aus den Mittelpuncten mm, rn,, «, 
M,.... jener Kreise, nach der gegebenen geraden Linie, in irgend einer Rich- 
tung, Parallelen zieht, und diese durch die Radien der respectiven Kreise divi- 
dirt, dals dann von diesen Quotienten dem gesuchten Kreise der gröfste oder der 


kleinste zugehöre.” 
Auflösung. 


1) Man beschreibe einen willkürlichen Kreis A, welcher die gegebenen 
Kreise n, M in den Puncten 6, 6,, D, B, schneidet, und ziehe die Sehnen 65 , 
B.b,, welche derselbe mit den letztern Kreisen gemein hat, und welche Sehnen 
einander in einem bestimmten Puncte € schneiden. 

2) Aus dem Puncte C fälle man auf die Axe nV der gegebenen Kreise das 
Loth CGa, welches die gegebene gerade Linie (ap oder ap, oder ap,) ın dem 
Punct @ schneidet, und welches Loih die Linie der gleichen Potenzen der bei- 
den gegebenen Kreise rn, N ist (4.). 

3) Aus dem Punct a lege man die Tangenten ze, ae,, ad, ad, an die 
segebenen Kreise n, V, welche die letzteren in den Puncten e, e,, d, d, berüh- 
ren, und befchreibe 

4) diejenigen beiden Kreise m, m,, von denen der erstere die gegebenen 
Kreise z, M in den Puncten e, d, und der letztere in den Puncten e,, d, berührt 
(8.4. Nr. 4.): so leisten diese, wie aus dem Obigen folgt, der vorgelegten 
Aufgabe Genüge. 

Beschreibt man ferner diejenigen beiden Kreise e, e,, von denen der erste 
die gegebenen Kreise nz, M in den Puncten e,,d, und der letztere in den Punc- 
ten e, d, berührt; so folgt aus ganz ähnlichen Gründen, dafs diese Kreise der 
Aufgabe Genüge leisten, wenn unter allen Kreisen £,0, 2... +, welche die gepge- 
benen gleichartig (anstatt ungleichartig) berühren, diejenigen verlangt wer- 
den, deren Quotienten, in Bezug auf die gegebene gerade Linie, eın Maxımum 
oder Minimum seın sollen. 

Es ist noch zu bemerken, dafs Alles, was in dern Vorliegenden (23.), ın Be- 
zug auf die beiden ineinander liegenden Kreise n, N gesagt wurde, auch auf 


ganz ähnliche Weise, in Bezug auf zwei aufsereinander liegende Kreise Statt 


findet. Ferner finden analoge Sätze bei Kugeln im Raume Statt. Wären z. B 

anstatt der Kreise rn, N zwei Kugeln, und anstatt der geraden Linie ap (oder ap, 

oder @p,) irgend eine Ebene gegeben, und man sollte unter allen Kugeln, welche 

die gegebenen beiden Kugeln berühren, diejenigen finden, deren Quotien- 
33” 
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ten, in Bezug auf die gegebene Ebene, ein Maximum oder Minimum sind: so 
wäre die Auflösung der vorliegenden bei Kreisen ganz ähnlich. Nemlich die Ebe- 


nen )6, und BB, der Durchschnittskreise einer willkürlichen Kugel K und der 


gegebenen Kugeln r, /, schneiden einander in einer bestimmten geraden Linie 
C, die durch diese Linie C gehende und zur Axe MnG senkrecht stehende 
Ebene CG a schneidet die gegebene Ebene pa in einer bestimmten Linie a, und 
die durch diese Linie @ an die gegebenen Kugeln gelegten Berührungsebenen, 
berühren dieselben in den nemlichen Puncten e, e,, d, d,, in welchen sie von 
den gesuchten Kugeln m, m,, e, e, berührt werden. 


S. VI. Veraligemeinerung eines von Pappus überlieferten (alten) Satzes. 


” 
24. 


Pappus (Collectiones mathematicae, libr. IV. vom AJI. bis zum AI. 


Theorem) beweist folgenden, wie er ihn nennt, alten Satz *): 





„Beschreibt man eine Reihe Kreise m,, m,, m,, m,, .... m, (Fig. 6. 7.), 
von denen jeder die beiden gegebenen, einander in B berührenden, Kreise 4, . 
AT, berührt, und welche einander der Reihe nach berühren: so bilden die Quo- 
tienten, die entstehen, wenn man die aus den Mittelpuncten m, , m,, m,,.... m, 


auf die Axe M,M, gefällten Lothe mn, P,, m,P,, m, P,,.... m, P,, durch 


die Radien r,,r,,r,,....r, der respectiven Kreise m,, m,, m,,.... m, divı 


dirt, folgende arıthmetische Reihe: 


a) Wenn der Mittelpunct zn, des ersten Kreises m, der genannten Reihe 
in der Axe M, M, der gegebenen Kreise liegt, so ist (Fig. 6.) 





PP au: u. m 4 m P, 
ER ENE ,’ a. = > « ’ ne es > u wu u nn 
£ L ı 3, T, Eee 
= O , 2 ) 4 N) 16) u. 3. (x a 1) . 2 


b) Wenn der erste Kreis m, der genannten Reihe die Axe M,M, der ge- 
sebenen Kreise berührt, so ıst (Fig. 7.): 


® 











> >» > 

mP, m, P, m,P, m,P, m,P, 
rr r r ö E j r | 

I 2 Pi . E 
- i . 
Ks 3 ’ nu ’ 2 ’ 7 we wm 7. zu 2x ERBE 4. 

Oder der eigentliche Satz, aus welchem diese beiden Fälle (a, b) blofse Fol- | 

serungen sind, ist der nachstehende (Theorem XV. libr. IV.): 





*) „Circumfertur in quibusdam libris antigqua proposilio hurusmodi.” | 
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c) „Wenn zwei Kreise 7, , 37, (Fig. 8.), die einander in D berühren, dei 


Grölse und Lage nach gegeben sind, und man beschreibt irgend zwei beliebige 
Kreise zn,, m,, welche einander in 5 berühren, und von denen jeder jene bei 
den Kreise berührt, fället sodann aus den Mittelpuncten m,, m, auf die fx 
7, M, der gegebenen Kreise die Lothe m, P,, m, P,, und dividirt diese Lothe 
durch die Radien r,, r, der respecliven Kreise ın , m,: so ısl der dem letztern 
Kreise (n,) zugehörige Quotient um 2 grölser als der erstere, d. h. es ist 
MP, 5 mP. 
r r 


a > 
I 2 


oder, wie sich Pappus ausdrückt: das Loth m, P, plus dem Durchmesser des 





. 9 . 5 .. . . . ' s 
zugehörigen Kreises zn, , verhält sich zu diesem Durchmesser, wie das Loth zn, P 

« De . 

a r ; m P, + 2r, m. 

zum Durchmesser des zugehörigen Kreises ra,, d. ı., . — 
sr - FE 

I ’ 





Bedient man sich der Hülfsmittel und Kunstausdrücke, welche in den voi 
} 


liergehenden Paragraphen (T, II, UL) enthalten sınd: so kann der Satz, wie folg! 
bewiesen werden. 
A. Die gerade Linie A.B (Fig. 8.), welche die beiden gegebenen Kreis: 
M ,, M, ın dem Puncte B berührt, ist zugleich die Linie der gleichen Potenzen 
derselben. (S. 1. Nr. 3.) 
B. Da jeder der beiden Kreise M,, M, die beiden Kreise zn,, m, gleichar- 
tig berührt, so folgt: 
a) dafs die Linie BA (als Linie der gleichen Potenzen der Kreise / , W,) 
durch den äulseren Achnlichkeitspunct der Kreise zı,, m, geht (13.), und 
dafs daher der Punct A, in welchem die Axe m,m, die Tangente 2A 
schneidet, der äulsere Aehnlichkeitspunct der Kreise zn, , m, ist; 
P) dals ferner die aus den Mittelpuncten zn, , mn, nach der Linie A.B gezoge 

nen Parallellinien sich verhalten wie die Radien r,, r, der respectiven Kreise 
m,, m, (7.), dals also z.B. Am, : Am, =r,:r,; und da AB, m, P,, 
m, P, zu der Axe BM,M, senkrecht, mithin unter sich parallel sind, dals 


u 


auch BP.:BP, =r,.:r,; 

y) dals endlich jeder der beiden Kreise M,, M,, in Bezug auf den äulseren 

Achnlichkeitspunet A der Kreise m,, n,, potenzhaltend ist, so dals «das 

Quadrat der Tangente AB gleich ist der gemeinschaftlichen Potenz dei 
Kreise zn,, m,, in Bezug auf ihren äulseren Aehnlichkeitspunet 4 (12.) 

C. Da ferner auch das Quadrat der Linie 42 gleich ist der gemeinschatt- 


lichen Potenz der Kreise m,, m,, in Bezug auf den Punct A (weil in dem Be- 


o 
. 
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(y), dafs Ab" = AÖ”, und mithin auch AB = AD ist. 

I). Nach der Voraussetzung sind die Radien m, C und m, D der Kreise 
‚m, , , parallel (senkrecht zur Aze BM, M,), daher liegen die drei Puncte DC 
in gerader Linie (7.); und da AB=Ab und m b=m,C (als Radien des 
Kreises zn,) und auch AB und m,C parallel sind: so liegen auch die drei Punct 
B€Cb in gerader Linie, und mithin ist BCÖD eine gerade Linie. 

E. Zieht man nun noch die gerade Linie Bm,E, so hat man 

ED:mCG=BP,:BP,=r,:r, (1, ß), 

der, wenn man bemerkt, dals n,Ü=r,, 


ED: r,=r:r 


rührungspunct 5 zwei potenzhaltende (12.) Puncte zusammen fallen): so folgt 


B 
.. 


nd iolglıch 
ED=r, 
und da auch mn, D= Pi; 


m, E=2 k 


Nıın ıst ferner 


EP,:m,P,=BP,:BP, 


=r :r,(1W,2P), 
oderdaEP = m P, + m E = m P, +2r, so 1st: 
meer ea er :r, 
ind tolglıs h 
m, P m,P 
seien ee TE ee 
P: P. 


welches der obige Satz (c) ıst. 
Stellt man sich nun eine Reihe Kreise m,, m,, m,,m,,....., m, vor, von 
denen jeder die beiden gegebenen Kreise M, , M,, berührt, und welche einandeı 


ler Reihe nach berühren: so hat man nach dem vorliegenden Satre 


m,P m P 
nu Die nut DE 
r r 
2 I 
m,P, __m,P., a RL .- 
#4 wi pr “ee F, he; 
m P. m,P m, P Pr 
_— | m — = —— ) 
_ Pe f 
> > 
mp, —_— MM... u r, —- > { r—1) 
r r 
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n .. - . zn ML ]° y 
Oder, wenn man zur Abkürzung den Quotienten —— = q, und die Loth: 
r 
T 


m,P,=p,, m,P, =D: m P, = p, seizt, so st: 





EEE u u k u PERREUE T 75 
VEREEEN, g + u , u u 7 - 5 TI — q + 0; wuıwR ww  —— 4 -1- Enz (a Ss I J« 
F r r r 
2 he) 4 
Setzt man = 0, d.h., nımmt man an, der Mittelpunct rn, des ersten 


Kreises liege in der Axe MM, der gegebenen Kreise (Fig. 6.), so hat man: 


) ) ) 
2, ha: PM —6; en 2 FE ER \ 
r r r r 
2 3 4 x 
welches der obige spezielle Satz (a) ist. 
Und setzt man g=1, d. h., nimmt man an, der erste Kreis mn, berühre 


die Aze MM, der gegebenen Kreise (Fig. 7.), so hat man: 
) P- „ 
/ zZE Pr = 5: 


1: a 
UBRE 9’ —n 5 E 5) a en... 
r r r r r 
I 2 b) 4 x 
welches der obige spezielle Satz (b) ist. 

Fs ist klar, dafs der Hauptsatz (c) unverändert wahr bleibt, wenn auch de: 
Kreis M, sich immer mehr ausdehnt, bis er zuletzt in die gerade Linie BA über- 
ocht; und dafs dieser Satz ferner auch dann noch Statt findet, wenn der Kreis 
W, durch die gerade Linie BA gegangen ist, und auf der anderen Seite dersel- 
ben wieder als eigentlicher Kreis zum Vorschein kommt, so dals nun die beiden 
Kreise M, und M, einander äulserlich berühren. Wen diese Ableitungen nicht 
befriedigen, für den bemerken wir, dals der Beweis für die abgeleiteten Fälle 

1 


dem vorstehenden ganz ähnlich ist. Pappus beweist jeden Fall besonders. 
25. 

Wievrohl beim ersten Anblick des vorstehenden interessanten Satzes zu #er- 
muthen, dafs derselbe einer grölseren Ausdehnung fähig sein müsse: so findet 
sich doch nicht sogleich der Weg, auf welchem dieses Ziel leicht zu erreichen. 
Das nachstehende Verfahren, durch welches man den Endzweck zum Theil er 
reicht, ist ziemlich einfach, kann aber vielleicht, zumal da nun das Gesetz b« 
kannt ist, noch auf einem anderen kürzeren Wege bewiesen werden. Das Haupt 
resultat, welches weiter unten bewiesen werden wird, ist: 

„Das bestimmte Gesetz zwischen den Quotienten, die entstehen, wenn mai: 


aus den Mittelpuncten zn, , m, der beiden Kreise m,, m, (Fig. 8.) auf irgend 


einen beiiebigen Durchmesser eines der beiden gegebenen Kreise M,, M, (an 
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tatt auf die Axe BM,M, (24)) Lothe fället, und diese durch die Radıien r,,r, 
der respectiven Kreise n,, m, dividıirt.” 

Wir bemerken hier beiläufig, dals nun noch die folgende allgemeinere 
Anlzabe: 

„Wenn man ats den Mittelpuncten zn,, m, der beiden Kreise m, , m, anıl 
irgend eine gerade Linie Z, Lothe fällt, und dieselben durch die Radien r,, r, 
der respectiven Kreise zr,, m, dividirt: ein Gesetz zwischen den beiden Quotien 
ten, die dadurch entstehen, zu finden (24. c)”, zu lösen übrig bleibt 

20. 

Berühren sich die beiden gegebenen Kreise M_, M, (Fig. 9.) m B, be- 
rührt ferner jeder der beiden Kreise zn, M die beiden gegebenen, liegt der 
Mittelpunct M, des letztern, in der Axe M,M,, und bezeichnet man die Radıen 
der vier Kreise 7, M ,, M, m respective 2 nA er vo; 


AC= BC — 5A oder 2 t=2R, — 2R, 


> be | 
hR=R,— R,, und andererseits ist auch 
BM= I, -+- R, 
tern si 
BP:BM Er: AHT3L,H,P) 


I 


BP: kR+-R=zr: R —R, 
24 { 


\ 


und tolglieh: 


h,-+ R 
3 I — e B, o 
1) BP= R —f&R , 


Setzt man zur Abkürzung das, aus diem Mittelpunct m auf die Axc M, M,M 
zefällte Loth m P=p, und MP=U, MP=u, Mm=L, Mm=1, 
so findet man leicht folgende Gleichungen: 

2) L=R+rr, R=!+r,BP=R+U=R-+u 
Nun ist vermöge des rechtwinkligen Dreiecks M,P m: 
Pon p° u u, 
»der wenn man z aus (2.) und (1.) substituirt, 


F=p'+(BP—R,) 


Rh, +N \: 
=I -4- R, BR r-üen) 


EP ET een) 





wöoral 
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woraus 
> ? 
Fa 2R, ) 
2 > > 
ni R, = R, 
/ 27 r, 
2 2ER, 
h,—Hh 
j ) 
oder, wenn man den Quotienten P =g und — a setzt, 
r R,—HR, 
, g’ + Ar® 
3) im 7 
AT 


. Auf gleiche Weise findet man 
_ +4 +1) 
Ar+1 ) 


Aus der obigen Gleichung ? = p" + w findet man ferner: 
“"=f—p=(1+p)(l—p) 
A 
a Ei PT .rgr) 


g" Am’\? 

Am a 
Bu 
( Am ) i 














und folglich 





KR 
. 

a 

— 


«7, 
und eben so: 
g” — Alr +1) . 
Anm+1) 
Endlich ergeben sich aus (2.) und er unmittelbar folgende Werthe für 


die Radien der beiden age Kreise M , 
_g+Anlen+ 2. 


6) U= 











7) R,= = r, 
”’+4Am+1)r 
2 4Ar+1) 


Man sicht aus (3.) und (5.), dafs die beiden Linien / und z immer zu dem 


Radius r commensurabel sind, sobald p zu r (d.1.9) und R, zu R,—R, (d.ı. x) 
Bevor wir den Hauptgegenstand weiter verfolgen, wollen 


commensurabel ist. 
wir zuerst einige Fälle, wo die genannten Grölsen respective commensurabel sind, 


betrachten. Z. B. 
a) Nimmt man mr =41 oderd.. A,=2A, an, so hat man (3. u. 5.) 
T. 34 
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/ "+4 L. +16 
r r fe) 
2 T 2 
4 — J u; 6 
A ee RE 
r 4 r fe) 


Bezieht man diese Ausdrücke auf eine Reihe Kreise m,, m,, m,, .... (Fig. 10.), 
welche sich aneinander anschlielsen, und wo der Mittelpunct m, des ersten der- 


selben in der Axe MM, der gegebenen Kreise liegt, so hat y respective die 


i N 
Werthe (24,a) = 0,2,4,6,8,..... .2(n— 1), und daher hat - respective 
r 


En 
die Werthe 1, 2,5, 10,....(r—1) +1; — die Werthe=2,; 4,» 


„5 2° 





—41)’+u u... 2 A 
e ) _; — die Werthe = — 1,0, 3,8,......(r—14)’— 1; und end- 
r 


n—1) —4 
Fe N) -; wel- 


EZ 





U ’ 
lich hat — respective die Werthe=— 2, — 3, 0,5 
r d 


ches folgende Tabelle giebt. 






























































Kreise. | m, | m, | m, | m.\m.|....... m 
1 2 3 5 5 n 
pr=g9= 0 2 4 6 | arte . 2 (n — 2) 
l:r = 1 2 BISHTIST .,..; (n—1) +1 
L:r = 2 I 4 | 4° | 10 (n—1) +4 
g ; 2 
u:r= |—1 Di 8 BEIB I:+.4+6% (n—1) —ı 
7 un 3 5 (n— 1)’ —4 
T r— —) Se Ü 2 6 “ .. n 
2 
u Se 











Man sieht hieraus, dafs die vier Mittelpuncte M,, M,, m,, m, ein Recht- 
eck bestimmen, dessen Seiten M, m, und M,M, sich verhalten wie 4: 3. 
! +1 L_g-+9 


— 
_— 
u 











. R r ) ’ r 6 i 
b) Nimmt man A,=3R,, so ist r= “_- —lyund e* 2 
) 2 1? Ru " „IR, She. U 9 
® ‘ -— —  — am - . 
r 2 r Ö 
Hiernach erhält man für eine Reihe Kreise m,, m. m,,...... Fig. 11., 


welche sich der Ordnung nach berühren, und von denen der erste zn, die Axe 


M M, der gegebenen Kreise berührt, so dals also g respective die Werthe 


—=1,3,5,7,....2n—1 hat (24. b), folgende Tabelle: 
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Kreise. | m, | m, | m,|m,|m,|....... m 
3 4 5 n 
pr=g= 1 3 5 7 EIUREET at 
2nr—t)’ +1 
rn ETETISTZBETAET. .,-- - 
L:r = 5 9 17 29 45 (2rn—1)' +9 
ı. 177 7 3 j 3 3 | see... 6 — 
I_ 
| ) a Won 
ur = 0) A 12 u Pe nd da 
{9 u Sr 
U: r— |— 0 8 20 36 (rl 1) —ı) 
. — 2 = | 3 3 aa ara —ua—8 - m 
| 6) 
i L l 





























c) Nimmt man an, der Kreis M, gehe, durch unendliche Vergröfserung, in 
die gerade Linie A.B (Fig, 12.) (Tangente des Kreises 7) über, so ist Ra, =», 
2 








ar Rh, 
mithin r = ——-- —= 0, und daher 
nn — hi, 

l 7 L q" + A 

—— 0%, — = _ 

r 0 ? A 

u g U q’ 

— — == 00 — — a 

r v a; 4 

R g’ IH g’ 

2 PER rn - oO 
— a — zz 91, —— >= Fa di 3 
r 0 r A \ 
Für eine Reihe Kreise nm, , m,,m,,m,,..... ‚ welche einander der Ord- 


numz nach berühren, und von denen der erste zn, die, zu der Axe BC senkrecht 
stehende, gerade Linie CD ist, erhält man, da g respective die Werthe = ( 


2,4:0,....2(n—1) hat (24, a), folgende Tabelle: 






































Kreise. | m, | m, | m, | m, | rm, | m, I ae m, 
p: 1 0 2 1 Ö Aa. ee 2(n—1) 
hir), A 215 410, 17110 EEEBER (n—1)’ +1 
U:r=|-ı| 0| 3| 8]35 ] 24]....... (n— 1)’ —1 
R:r= | 0 I gr‘ 9 | 10 25 EEE (n — 1)’ 



































\Yie ınan sieht, ist hierbei die Reihe der Werthe von nn am auffallendsten. 


>.” 
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Es sei AU (Fig. 13.) irgend ein beliebiger Durchmesser eines der beiden 
gegebenen Kreise M , M,, welche sich in B berühren, z. B. des Kreises M.. 
Den Winkel AM,M_ , welchen derselbe mit der Axe M, M, bildet, wollen wir 
durch «, und das aus dem Mittelpuncet M, auf den Durchmesser AC gefällte 
Loth M, FH durch h bezeichnen. 

Von den Kreisen m, m,, von denen jeder die beiden gegebenen Kreise be- 
rührt, seı der letztere ganz, beliebig, dagegen liege der Mittelpunct ın des erste- 
ren in dem genannten Durchmesser AC. Aus den Mittelpuncten m, m, fälle 
man die Lothe m P = p, m, 4 =?, auf die Axe M, M,, und ferner aus dem 
Mittelpunet m, das Loth m H =h auf den Durchmesser AC. Die Radien 
der Kreise M_ , M,, m, m, bezeichne man, wie oben, durch R,fR,,r,r,, und 


setze zur Abkürzung: 





MH h R, R, ur 
eg oder R, m 0, und M M. oder R—K =, 
MH h 
so ıst 1) sıına = MM, = RR — T. O. 


Bezeichnet man ferner die Winkel 7, M,m, und P,M,m, durch 8 und y, so 


ist, wie bekannt: 





sin ? = sin(a—y) = sin @.cosy — cos@.sin y, 
h, PM, . m, P, 

oder —  —2,sına — —t- .c0su 

m, M, m,M, m, M, . 
und folglich: 

2) h=P,M,.sna—m, P,.cosa. 
Oder wenn man für PM, und m, P,, nach (26.), woselbst sie durch v und p 

3 qq, — 4m 
bezeichnet sind, ihre Werthe Z— r und g,r, setzt, so kommt 
A 


2 2 
Praen 7 iii . un 
9) h= In. sina—q,r,.coso. 


Diese Gleichung gilt für jeden beliebigen Kreis m, , welcher die beiden gegebenen 
Kreise M, , M,, berührt. Für den Kreis m ist aber das Loth A=0, daher hat man: 





D 2 
— 4 T 


0=! 





.T.SIN& — Qr.Cosa, 
An 


und mithin: . 
. (ü u GERENR A a . 
4) cosa= 7 . sın &, 


ang 





mP p 
wog= u Bi; 
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Wird dieser Werth von cos « in die Gleichung (3.) substituirt, so kommt: 


h q ? _ Ar’ g — At’\ . 
5) = ( — % ) sin a. 
gi An ding 
Setzt man in dieser Gleichung (5.) x. Q statt sin a (1.) und g-+2n statt g,, won 


die Stelle anzeigt, welche der Kreis zn, nach dem Kreise m einnimmt, so erhält man: 


In — Ar U A 
ee di — (q+2n) u —).r. () 


























r Arme Any 
4 
r a + 47 
=). +0 / .2n 
’ nn g’ + Ar“ h 
Bemmerkt man aber, dafs nach (26, 3.) die Linie mM =/= ee .r und 
Am 
’ ınP g’+4r’ Aa 
mP=p=gr, alsosısna=— -—— = p:l=gr: / | r—=— — , und 
mM, AT ytar 
auch sna=r.(@(1.), folglich 
Agqru 
T () _ 2 / y =» 
q + 47 
oder 
q" + in’ 
Q =1, 
y/ 4 
Ag 

so geht die vorliegende Gleichung ın folgende über: 


h 2 
0) = On +2n, 


i 


das heılst: 
„Man findet den Quotienten (h,:r,) für irgend einen Kreis zn, , welcher 

die beiden gegebenen Kreise M , M, berührt, in Bezug auf den angenommenen 
Durchmesser AC, aus der Stellenzahl n dieses Kreises zn, , von dem Kreise mı 
H 
R, 





—= 0 des Kreises M,, in Bezug auf 


angerechnet, und aus dem Quotienten 


denselben Durchmesser AC.” 
Liegt der Kreis ın, auf der anderen Seite des Kreises zn, wie z. B. der Kreis 


so ist n als negativ zu betrachten, und man hat für diesen Fall: 


h 
7) : O).n®— 2n. 
r 
Die beiden Formeln (6 und 7.) gelten auf ganz gleiche Weise, wenn man 
anstatt des Durchmessers AC, irgend einen beliebigen Durchmesser des Kreises 


M annimmt; nur würde sich ım letztern Falle der Quotient Q auf den kreis 


AL: 


M, beziehen. 
Der obige alte Satz (24, c) ıst cın spezieller Fall des vorliegenden Satzes 
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(6. und 7.); man erhält jenen, wenn man bei diesem Q= 0 setzt, d. h. wenn der 


angenommene Durchmesser A C mit der Axe M, M, zusammenfällt. 


ug ID 
Bezeichnet man den Quotienten — durch Q,, und den Quotienten A,:r, 
m n 


n * “ N n 5 [2 [2 [2 
eines Kreises m,, welcher die («— 1)'* Stelle nach dem Kreise m, einnimmt, 
durch Q,, so ıst (6.): 

OO =0n’+2n 
Be | e | a 
V) = On +x—1)” +2(n+2—1). 
Wird aus diesen beiden Gleichungen n eliminirt, so findet man 
a SE un ) 
3) 9 = Ir —1) F2(2 —1)yM+Q.O)+Q. 
„Diese Gleichung zeigt, wie man aus dem gegebenen Quotienten O, eines 
L O oO Oo “ 4 
bestimmten Kreises zı,, aus dem Quotienten () des gegebenen Kreises 7, und 
aus der Zahl 2 — RE; welche anzeigt, die wievielte Stelle irgend ein bestimmter 
Kreis zn_ nach dem Kreise mn, einnimmt: den Quotienten 0) des Kreises m, ın 
Bezug aul den nemlichen Durchmesser „IC, finden kann.” 
Setzt man = 2, so hat man: 
()\ EI: 4- 9 
9) > =0 = 2Yy (1 + VO0O)+ ).. 

„Diese Formel zeigt, wie man aus dem Qnotienten Q des gegebenen Krei 
ses M ,ın Bezug auf den Durchmesser AG, und aus dem Quotienten O irgend 
eines bestimmten Kreises zn, , in Bezug auf denselben Durchmesser, den Quo 
tienten Q, desjenigen Kreises zn,, in Bezug auf den nemlichen Durchmesser, 


{indet, welcher sich dem Kreise zn, anschlietst (d. h. ıbn berührt ).” 


MH m I] ' 
Es sız.BO0O=—-'- =12 ud VO = 11 24, so ist: 
Pi IM, D . F; 
m,tll vo ng | 
——=(0,=12=2y (1+12.24)+ 24 


r 
i 


— 70 oder =2. 





Zur Erläuterung der Bedeutung der gefundenen Formeln (6, 7, 8, 9), wollen 
wir dieselben noch aul einige bestimmte Reihen Kreise anwenden. Z.B. 

a) Nimmt man an, der gegebene Kreis M, (Fig. 14.) berühre den genann- 
ten angenommenen Durchmesser AM,C, so ıst Q = 1, und daher erhält man 


m,,m.,....,d.h., für eine 


4 1 ’ 2 ’ , 


für eine Reihe Kreise: .... 4,, 4,, d,,m,m 
Reihe Kreise, welche sich zu beiden Seiten dem oben genannten Kreis zn an- 
schlielsen, und weiche einander der Ordnung nach berühren, folgende Quotien- 
ten (wenn man die aus den Mittelpuncten: .... 4, 4,m,m,m,,.... auf 


den Durchmesser AC gelällten Lothe durch die Radıen..... 0,9, ", rar... 


der resnecliven Kreise... . U, M,M, M,ı..:- dividırt): 
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(reis .| m 
Kreise.) u, |I.....|a,|a,|a|mI|im, |Im, |m,|.... * 





a Tp 7 PURE, °7° REED ER 3 0 I—1| 0 I 5 15 I.... In’#+2r 















































b) Setzt man O= 2, so findet man für eine Reihe Kreise: ..... 4,, 4, 


70 WE ERBE ; . > 15.) folgende Quotienten: 





Kreise. A, |), lau, ia, mim, m, \m,|\rm,|.... m, 
hı 


— 


r 





ma» 
— 
UN 
td 
Kan 
».. 
- 
- 


—= |2n’—2nl....\24|12]4|0]|0 ‚an?’-+ 2n 


















































u. s w. 

Es ist noch zu bemerken, dafs die Sätze und Formeln, welche wir bisher, 
in Bezug auf die beiden einander innerlich berührenden Kreise M ,M, aufge- 
stellt haben, auf ganz ähnliche Weise bei zwei sich äulserlich berührenden Krei- 
sen Statt finden, und dafs sie ferner auch dann noch Statt finden, wenn der eine 
Kreis (47,), durch unendliche Vergrölserung, in eine gerade Linie übergeht. 

28. 

Aus dem obigen alten Satze (24, c) lassen sich unter andern auch nach- 
stehende interessante Folgerungen ziehen. 

Liegen die Mittelpuncte dreier beliebigen Kreise M , M,, m (Fig. 16.), 
welche einander, paarweise genommen, ın den drei Puncten 3, _4, C berühren, 
in einer geraden Linie: so ist, vermöge des alten Satzes, das aus dem Mittel- 
puncte zn, desjenigen Kreises zn, , welcher jene drei Kreise berührt, auf die Axe 
M,M,m gefällte Loth m, P gleich dem doppelten Radius zn, D des Kreises rn. 
Demnach ist 

PD=Dm,. 

Es ist klar, dafs dasselbe Statt findet, wenn man sich, anstatt der genannten 

Kreise M,, M,,m, m,, Kugeln denkt. Ferner ıst leicht zu sehen, dafs jede 


„„ M,, m berührt, wo sie sich auch 


Kugel, welche die drei gegebenen Kugeln M 
befinden mag, gleich der Kugel zn, ist; und dafs ferner der Ort des Mittelpuncts 
einer solchen Kugel, welche die drei gegebenen Kugeln M,, M,, m berührt, eın 
Kreis ist, dessen Radius = Prn,, und dals die Ebene dieses Kreises, welche wir 
durch E bezeichnen wollen, in dem Punct P zu der Axe M, Mm senkrecht 
steht. Denkt man sich nun eine Reihe Kugeln m, , m,, m,,...., welche ein- 


ander der Ordnung nach berühren, und von denen jede die drei gegebenen Ku- 


geln M,, M,, m berührt: so folgt offenbar, dd PD=m,D, dals die genannte 








272 Steiner, Fortsetzung der geometrischen Betrachtungen. 


Ebene ( E) mit jenen Kugeln (m,, m,, m, ....) eine Durchschnittsfigur bildet, 


welche der (Fig. 17.) gleich ıst. Nun ist aber leicht zu sehen, dals man um einen 


bestimmten Kreis P (Fig. 17.) gerade sechs Kreise m,, m,,m,,m,,m,,m,, 
von denen jeder dem Kreise P gleich ist (PD=Dm,), so herumlegen kann, 
dafs, jeder den Kreis /P berührt, und dafs sie eimander der Reihe nach be- 
rühren. Daraus folgt nachstehender Satz: 

„Berühren irgend drei beliebige Kugeln M,, M,, m (Fig. 16.), deren Mit- 
telpuncte in einer geraden Linie liegen, einander, paarweise genommen, ın den 
drei Puncten D, A, C: so können ın dem Raume, welcher zwischen den drei 
Kugelflächen liegt, sechs gleiche Kugeln mn, , m,, ım,, m, m,, m, beschrieben 
werden, welche einander der Reihe nach berühren (die Kugel mn, berührt die 
Kugel ın,), und von denen jede die drei gegebenen Kugeln M , M,, m berührt.” 

Mittelst eines bestimmten Satzes bei Kugeln, welcher einem Satze bei Krei- 
sen (22.) analog ist, folgt aus dern Vorliegenden leicht nachstehender sehr merk- 
würdiger Satz: 

„Wennirgenddrei beliebige Kugeln einander berühren und 
man beschreibt eine Reihe Kugeln n,, m,, M,...., welche einan- 
der der Ordnung nach berühren, und von denen jede jene drei 
Kugeln berührt: so schlielst sıch immer die sechste Kugeldieser 
Reihe, wo man auch immerhin die erste annnehmen mag, gerade 
an die erste an. Und fernerliegen die Mıittelpuncte dieser Reihe 
Kugeln immer in einer und derselben Ebene, und zwar in einer 
und derselben Curve zweiten Grades." 

Zum Beispiel: „Wenn die drei gegebenen Kugeln M,, M,, « (Fig. 16.) 
einander, paarweise genommen, berühren: so kann in dem Raume, welcher 
zwischen diesen drei Kugelflächen liegt, eine Reihe von sechs Kugeln «,, 4,, 
Ai,, (L,, ft,, Al,, wo man auch die erste Kugel, oder das Anfangsglied dieser Reihe 
annehmen mag, so beschrieben werden, dals sie einander der Ordnung nach be- 
rühren, und dafs jede die drei gegebenen Kugeln berührt; und die Mittelpuncte 
dieser sechs Kugeln liegen in einer bestimmten Ellipse.” 

Unter andern hierher gehörigen speziellen Fällen erwähnen wir nur folgenden: 
„Wenn drei gleiche Kugeln einander, paarweise genommen, (äulserlich) be- 
rühren: so giebt es zwei bestimmte, mit einander parallele Ebenen A, B, von 
denen jede die drei gegebenen Kugeln berührt. Und beschreibt man in dem 


Raum, welcher sich zwischen den drei Kugeln befindet, eine Reihe Kugeln, von 


denen die erste die Ebene 4 und die drei gegebenen Kugeln, und dann jede fol- 
gende 
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gende die vorhergehende und die drei gegebenen Kugeln berührt: so wird die 
vierte Kugel dieser Reihe gerade die andere Ebene B berühren.” 

Nemlich die beiden Ebenen A, B sind als zwei unendlich grofse Kugeln zu 
betrachten, welche einander berühren (da sie parallel sind), und welche also, da 
sie ebenfalls die drei gegebenen Kugeln berühren, in der genannten Reihe Ku- 
seln, die Stelle der fünften und sechsten Kugel vertreten. 

29. 

Durch Hülfe des alten Satzes kann ferner auch der Radius desjenigen Krei- 
ses, welcher drei gegebene, einander berührende Kreise berührt, aus den Radien 
dieser Kreise leicht gefunden werden. 

Es seien die drei Kreise M,, M,, M, (Fig. 18.), welche einander berühren, 
gegeben. Der Kreis m berühre sie äulserlich und der Kreis M einschlielsend. 
Die Radien der fünf Kreise M,, M,, M,, M, m sollen respective durch h,d, 
R,, R,r bezeichnet werden. 

Fället man aus den Mittelpuncten M,, m auf die Axe M,M,, die Lothe 


_— — n. RR Yy,h . 
M,A = h, und mn, = p,, so istnach (24, €): 


2 — h, > 2 2 
R, 
) r 2r 
woraus folgt: a — [7 . 7 


Da man cine ähnliche Gleihung erhält, wenn man aus den Mittelpuncten 
M, und m auf die Axe M, M,, oder aus den Mittelpuncten M, und zn auf die Axe 


M,M, Lothe fällt, so hat man zusammengenommen folgende drei Gleichungen: 


Pr r ar 
—— 
h, Rh, h, 
PORN BN . 
KUETR 
URN 1. 
a ar 


u 


weiche addırt - 
Pr Berl +7 St +++, 
h, v n vr € Rh, R h, h, h, 


geben. Die erste Theil dieser u a) ist hen nach einem bekannten Satzc 


— {; nemlich: „Wenn man die aus einem beliebigen Punct zn auf die Seiten 


eines Dreiecks M,M,M, gefällten Lothe p,,p,, p,, durch die correspondiren- 
den Höhen h,, h,, h, des Dreicks dividirt: so ist die Summe der drei Quotienten 


allemal = 1.” Die vorliegende Gleichung geht demnach in folgende über: 


I. 35 
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0 ee 
FE tritt 
Bemerkt man ferner, dals die Höhe « eines Desische durch die Seiten desselben 
ausgedrückt werden kann, und dals die Seiten des Dreiecks M,M,M, ihrer 


Grölsenach RR + R,; Ra, + R; R,+ KR, sind; so hat man z. B. 
(ach, sc +R). 2R,.2R,.2R,) 











Be 4R-+R,) 
_VR, R,R(R,+R, +R 2) 
Rk,+H, 


Werden diese Werthe für A, h,, h in die obige Gleichung substituirt, so er- 
hält man nach gehöriger ge folgende Gleichung: 
f 1 N te +R,+R, 
D,=n+tHtR ”.r V ER,R 


Diese Gleichung zeigt, wie man den R: adıius r desjenigen ET rn, welcher drei 


gegebene, einander inelich berührende Kreise M,, M,, M,,, äufserlich berührt, 


ar> 





aus den Radien A, R,, Zi, der letztern Kreise finden kann. 

Für den Kreis M, welcher die drei gegebenen Kreise einschliefsend berührt, 
hat man auf ähnliche Weise, wenn man die aus dem Mittelpunct M desselben 
auf die Axen MM, ; M,M,; M,M, gefällten Lothe MW, , MN, , MN, durch 


Fee TEE üilapie Gleichungen (24, ec): 


BE >, ut Pia h, 2, +2 cc, 
u u R u 3% 
oder: pP R OR 


u RM 
P,_R _ 2R 





> ’ 
I 3 E h, 
pP H 2R 
4 
7 un 
h i R h, 


Die Summe dieser drei Gleichungen ist: 
P. p pP 1 1 | 2 2 2 
r?ı erlgtet +titz +7): 
Bemerkt man, dafs der erste Theil dieser Gleichung, nach dem oben erwähn- 
ten Satze, gleich 1 ist, und setzt statt der Gröfsen h,, 4 h, (Höhen des Dreiecks 


M,M,M,) ihre oben angegebenen Werthe: so erhält man, nach gehöriger Re- 


duction, folgende Gleichung: 


R+R,+R 
” R=-E-ER* +2 ( RER ): 
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welche zeigt, wie sich der Radius A desjenigen Kreises M, welcher die drei ge- 
gebenen, sich berührenden Kreise M_, M,, M, einschlielsend berührt, aus den 


Hadien R, ‚R, ‚fi, der leiztern Kreise de läfst. 


no el der Gleichungen (1. und 2.) erhält man z. B. folgende 
Gleichungen: 


1 R+h+R 
a) a nun IV am“ EIERN 











„t_i_ a 
A K u 
i i i i R+R,+R 
n  ; = —Zz 2 . u. S. W. 
FR A a Are €; Er 
Geht einer der gege Pu ER z.B. der Kreis Mm, in eine gerade Linie über, 
soist A, = %, und daher gehen die Gleichungen (1. u. 2.) in Biigpiäb über: 
1 1 | uf 3 
) -= Frrr2V za 
a a? RR, 


1 1 1 V 1 
4 —— En nn mn e EEE 
TEE 


„Diese Gleichungen zeigen, wie der Radius (r oder #) eines Kreises (rn oder M), 
welcher zwei sich äufserlich berührende Kreise M,, M, und deren gemeinschaft- 
liche Tangente berührt, aus den Radien der beiden letztern Kreise gefunden wird.” 

Nimmt man an, die drei gegebenen Kreise M,, M,, M, seien einander gleich, 
so das R=R,=R,, so gehen die Gleichungen (1. u. 2.) in folgende über: 

















11 ng 
5) n R oder Aue 373° En; 
1 —3+2Y3 te 
6) ES R, oder AR wi 


woraus folgt: 
7) r.. R=}R' 
Ist ferner A = o und A, = A,, so folgt aus (1.): 
Eh oder DL =A4, 


A, r 


welches mit (26, c) ce 


Um die Symmetrie zwischen den vier Grölsen r, R,, R,, R,, welche in der 


s ® .. .. 1 
Gleichung (1.) vorkommen, leichter übersehen zu können, setze man — = g: 
r 
1 1 1 f 
cum "ER . —_ . _— « -h ( 1 ) . 
Rh, R, R, 


35* 
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y-= G, + G; + q, + 2Vy (4,9: -+ 7,9: + 9,9.): 
Darauıs folgt: 
G-NZ-GTIIFAGRFIGF I): 
oder nach gehöriger Rechnung 
3) rn tr 2 III) I: 


. » 1 » B 08 . y . . 
Setzt man ferner j7 = (): so findet man auf ähnliche Weise aus der Glei- 


chung (2.) die folgende: 


) rar rn +20 rg + 09,9). 


Ss. 


Es lassen sich noch eine Menge Betrachtungen an die obigen anschlielsen. 
Zum Besspiel folgende: 

A. Sınd drei beliebige Kreise M, M/,, WM, (Fig. 19.), die einander ‚ paarweise 
genommen, in den Puncten DB, C, A berühren, und deren Mit: elpuncte ı In einer 
geraden Linie liegen, der Grölse und Lage nach gegeben: so kann, wie aus dem 
alten Satze (24.) folgt, derjenige Kreis «, welcher jene drei Kreise berührt, 
leicht gefunden werden, wie folgt: 

„Man errichte aus den Mittelpuncten M, M, die beiden geraden Linien MG 
und MH ige zu der Axe MM,M, nehme MG=AC=2R und 
MH=BC=2R,, und ziehe die geraden Linien 2G und AI, so schnei- 
Pe sich diese ım en #ı des gesuchten Kreises «u (24, V.). 


B. Jeder von den beliebige n Kreisen zn, m, , m, berühre die beiden gege- 


benen Kreise M,, M,; die Be Lnien MD, mP,m, P,,m,P, seien zu 
der Axe 4, M, senkrecht, und ebenso die gerade I „mie DB, velche die gege- 


benen Kreise 47,37, ın B berührt; die Radien der Kreise m, m, m, ,m, vll 
respective durch Zi, r, r,, r, bezeichnet werden. 

Da die Kreise M, m, m,, m, die Linie der gleichen Potenzen BD, der 
beiden gegebenen Kreise M,, M, gemeinschaftlich zur Achnlichkeitslinie haben 
(13.), d. h., die Parallelen aus den Mittelpuncten M, m, m , m, nach der Linie 
DB, sich wie die Radıen der respectiven Kreise M, m, m,, m, verhalten, so 
hat man (wie 24, B, 2): | 


BM BP _ BP, BP, 











a) — = — — —_ GR 


> * 
fh r 3 r, 


Zieht man aus BD durch die Mittelpuncte m, n,, m 


die geraden Linien 























Steiner, Fortsetzung der geometrischen Betrachtungen. 277 


BmD, Bm,D,, Bm,D,, so folgt ferner, weil die geraden Linien M D,, PE,, 
P,F,, P,m, parallel sind, dafs: 
, MD, _PE,_PE,_Pm, 


ii " 
N / r, R 








Eben so ıst: 
MN _Pn Pan. Pan 


c) RR — —— 17 0 y 


r r " 








und mithin, wenn MN =, auch: 
a kn ZZ 
4) Pnar Pa er: Par, 
Ferner ıst: 


DD, _EE, _mF, 


I 








— 
— a 


Rh r > 





e) 
Nimmt man an, dafs die Kreise m,, m, einander berühren, so ist m, F, =?r, 
(24, V.), folglich in diesem Fall: 
f) m FE =2r; EE=2r;, DD =2R. 
Zieht man aus D durch den Berührungspunct 5 der beiden Kreise zn, , zn, die 
gerade Linie Bbf,e,d,, so ıst ferner (24, V.): 
eo) mf,=f,F, sr: Es =es,E=-r; Dd= DD =H, 
Aus dem Vorliegenden folgt, unter anderm, Nachstehendes: 


a) Wenn der Quotient *) eines unbekannten Kreises zr, , in Bezug auf die 
Axe M,M, gegeben ist, so findet man nach (b) eine gerade Lmie BED, in 
welcher der Mittelpunct des unbakannten Kreises liegt. Ist nemlich der gegebene 
Quotient = q,, so nehme man MD, =g, . ft und ziehe die Linie BD,, oder 
man nehme, wenn der Kreis m gegeben ıst, PE =19,. r und ziehe die Linie DE, 
so liegt in dieser Linie (BE D,) der Mittelpunct zn, des gesuchten Kreises m . 
P) Nimmt man in der Linie Prn irgend zwei Puncte .E_,F, so an, dals E E, 
—=2?r, und zieht die geraden Linien DE, BE, : so liegen in diesen beiden Linien 
die Mittelpuncte zr2, , zn, zweier bestimmten Kreise r,, m,, die sich und die bei 
den gegebenen Kreise M,, M, berühren, und zwar geht die gerade Linie De,, 
wenn e, die Mitte der Lmie E_E, ist (g.), durch den Berührungspunct 6 jener 
beiden Kreise m, , m,. Ein Gleiches findet Statt, wenn man in der Linie MD 


zwei Puncte annimmt, anstatt in der Linie Pm. Hiernach ist leicht eine 





*) Zur Abkürzune nehmen wir jetzt den Ausdruck: ‚Quotient eines Kreises, ın Bezie- 
) te} J , x ) 
„das aus dem Mittelpunct des 


hung auf eine gerade Linie,” in dem beschränktern Sinne, als: 


Kreises auf die zerade Linie zefillte Lotli. dividiet durch den Radıus des Kreises. 
5 “ ; 
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Reihe Kreise n,, m,, m,,m,,....zu beschreiben, welche einander der Ord- 
nung nach berühren, und von denen jeder die beiden gegebenen Kreise M ,M, 
berührt. | 

G. Legt man in den Endpuncten des Durchmessers AB eines gegebenen 
Kreises M (Fig. 20.) die Tangenten AD und BC an den Kreis, zieht durch einen 
willkürlichen Peripheriepunet E die beiden geraden Linien AEC und BED, 
und legt in dem Punct E die Tangente FEG an den Kreis: so ist das Dreieck 
BE bei E rechtwinklig und die Tangenten GB und GE sind einander gleich; 
folglich ıstauuhGE=Gb=GGC. Eben so ist FA=FD. Das heilst: 

„Legt man an einen gegebenen Kreis M zwei parallele Tangenten AD und 
BC, die den Kreis in A und B berühren, zieht z. B. aus dem Berührungspunct 
A eine beliebige gerade Linie AC, welche den Kreis in E schneidet, und legt 
in diesem Durchschnittspunet eine Tangente FEG an den Kreis: so halbirt diese 
letztere Tangente die Tangente BC in G.” 

Da ferner die beiden rechtwinkligen Dreiecke ABC und DAB ähnlich 
sind, so ıst: 

ADxXBC=ABXAB, 
das heilst: 

„Legt man in den Endpuncten eines Durchmessers AB eines gegebenen 
Kreises M, zwei Tangenten an den Kreis, und zieht aus denselben Puncten A, 
B durch einen beliebigen Peripheriepunct E des Kreises zwei gerade Linien 
AEC, BED: so ıst das Rechteck aus den Stücken BC, AD, welche die letz- 
tern beiden Linien von jenen Tangenten abschneiden, gleich dem Quadrat des 
Durchmessers AB des Kreises.” 

Da aber, wie vorhin bemerkt, BG=GCund AF=FD ist, so ist, wenn 
man den Radius des Kreises durch AR bezeichnet: 

BGxXAF=:1ABxAB=R, 
das heilst: 

„Legt man an einen gegebenen Kreis M zwei parallele BG, AF und eine 
beliebige Tangente GEF‘ so schneidet die letztere von den beiden ersteren zwei 
Stücke BG, AF ab, deren Rechteck dem Quadrat des Halbmessers des Kreises 
gleich ist *). 


*) Bei einer andern Gelegenheit wollen wir zeigen, dafs die hier (C.) vom Kreise be- 
wiesenen bekannten Sätze auf analoge Weise bei jeder andern Curve zweiten Grades, also, 


dafs folgende allgemeinere Sätze Statt finden: 
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D. Es seien die beiden Kreise M,, M, (Fig. 21.), die einander ın .B berühren, 
gegeben. ;Ein beliebiger Kreis zn berühre die gegebenen in den Puncten d, e und 
der Kreis M’, dessen Mittelpunct in der Axe MM, liegt, berühre dieselben in 
den Puncten D, C, und endlich berühre die gerade Linie AB dieselben in dem 





1) „Legt man zwei beliebige parallele Tangenten AD und BG an irgend eine gege- 
bene Curve zweiten Grades, welche diese Curve in den Puncten A und B berühren, und 
zieht z. B. aus dem Punct A die gerade Linie AEC, welche die Curve in E schneidet 
und die Tangente BC in C begrenzt, und legt in dem Punct E eine dritte Tangente GEF 
an die Curve: so halbirt diese letztere Tangente die Tangente BC in G.” 

Hieraus ergiebt sich, wie leicht zu sehen, ein sehr einfaches Verfahren, in einem gege- 
benen Punct E an irgend eine Curve zweiten Grades eine Tangente zu legen, wenn nur 
eine der beiden Axen derselben gegeben ist. Z. B. es sei (Fig. 23.) AB eine Axe irgend 
einer Curve zweiten Grades, und E sei irgend ein gegebener Peripheriepunct, in welchem 
eine Tangente an diese Curve gelegt werden soll: so errichte man im Endpunct B die ge- 
rade Linie BC senkrecht zur Axe AB, ziehe die gerade Linie AE, welche jenen Perpen- 
dikel in € trifft, und halbire den Abschnitt BC in G: so ist die gerade Linie GE die ge- 
suchte Tangente. 

2) „Legt man an irgend eine gegebene Curve zweiten Grades zwei beliebige parallele 
BG, AF und eine dritte willkürliche Tangente GEF, so schneidet die letztere von den 
beiden ersteren zwei Stücke BG und AF ab, deren Rechteck dem Quadrat desjenigen Halb- 
ınessers der Curve gleich ist, welcher mit den beiden ersteren Tangenten parallel ist.” 

Aus (1.) folgt ferner: 

3) „Stellt man sich beliebig viele Curven zweiten Grades vor, von denen jede zwei 
gegebene Parallelen AD und BC in denselben Puncten A und B berührt, zieht aus A ir- 
gend eine Linie AC, welche die Curven respective in den Puncten E, E,, Eyy +++» +- 
schneidet, und legt in diesen Puncten E, E,, E,, ...... Tangenten an die Curven: so 
schneiden alle diese Tangenten einander in der Mitte G der Tangente BC. Und umgekehrt: 
Legt man aus irgend einem Punct G@ der Tangente BC an jene Curven Tangenten: so lie- 


gen die Berührungspuncte E, E,, Ey, »..... aller dieser Tangenten mit dem Punct 2 zu- 


sammen in einer geraden Linie.” 
Aus diesem Satze (3.) folgert man leicht den nachstehenden: 

4) „Stellt man sich anstatt der Curve M (Fig. 20.) irgend eine beliebige Fläche zwei- 
ten Grades, anstatt der Tangente BC eine Ebene, welche jene Fläche in B berührt, und 
anstatt des Puncts G, irgend eine in der Ebene BC liegende gerade Linie vor, und zieht 
alsdann irgend eine gerade Linie GEH, welche die Linie G und den Durchmesser BA 
der Fläche schneidet und zugleich die Fläche in E berührt: so ist der Ort des Berührungs- 
punctes E eine ebene Curve (zweiten Grades), und die Ebene (EA) dieser Curve geht 
durch den Punct A und schneidet die Ebene BC in einer bestimmten geraden Linie C, 
welche mit der Linie G@ parallel ist, und welche doppelt so weit von dem Puncte B entfernt 
ist, als die Linie G.” U. s. w. 

Wir bemerken nur noch, dafs man auf dieselbe einfache Weise in irgend einem gege- 
benen Punet E, an irgend eine beliebige Fläche zweiten Grades eine Berührungsebene legen 
kann, sobald irgend zwei von den drei Axen der Fläche gegeben sind, so wie solches für 
den analogen Fall bei Curven zweiten Grades so eben gezeigt worden. 
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Punct B. Aus dem Früheren folgt, dafs die drei geraden Linien Mm, Dd, Cc 
einander in einem bestimmten Punct A, welcher ın der Linie BA (als Linie der 
gleichen Potenzen der gegebenen Kreise M,, M,) liegt, und welcher der äufsere 
Achnlichkeitspunct der beiden Kreise M, m ist, schneiden (8, 13.). Ferner folgt, 
dafs sowohl die Puncte D und dals auch C und e, in Bezug auf den Aehnlich- 
keitspunct A, potenzhaltend sind (21.), so dals also 
AdXAD=AcxAC, 

und dafs folglich die vier Puncte D, C, c, d in der Peripherie eines bestimmten 
Kreises 4 hiegen. 

Legt man an den Kreis M, in dem Punct d die Tangente Gd, so halbirt 
diese die Tangente A.B in G (C.) ; und aus gleichen Gründen geht die Tangente 
Gc, welche man im Puncte ce an den Kreis 7, legt, durch die Mitte G der Tan- 
gente AB. Da die beiden Tangenten G d und Ge zugleich den Kreis mn berüh- 
ren, so steht die gerade Linie @ rn auf der Schne de senkrecht und halbirt sie, 
und da die Kreise zn und 4: diese Sehne gemein haben, so liegen die drei Puncte 


G, m, #1 in einer geraden Linie. 


Zieht man ferner noch die geraden Linien Bm N und MuN, so folgt, da 
BG = 6A, die baden Linien M «a und BA parallel sind, und die drei Linien 
BN,G «u, AM einander in einem und demselben Punct m schneiden, dafs: 

Mu= uN ist. 

Bemerkt man, dafs, wenn Ä,r die Radien der Kreise M, m bezeichnen, 
und m P mit NM parallel, mithin senkrecht zu der Axe M,M, ist, dafs dann 
(B,b): 





NM _ mP _ 
a 7: 
so ist 
NM=g.h, 


und folglich 
Mu=(3MN)=ig.R. 


Hiernach kann folgende Aufgabe leicht gelöset werden. 


Aufgabe. 


„Einen Kreis mm zu beschreiben, welcher zwei gegebene, einander in .B be- 
rührende Kreise M, M,, berührt, und dessen Quotient, in Bezug auf die Axe 
MM, (d.h. das Verhältnils seines Radius r zu dem aus seinem Mittelpuncte zn 
auf die Axe M,M, gefällten Lothe m P) gegeben ıst." 


Auflö- 
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Auflösung. 


Es seı der gegebene Quotient en = q. Man errichte aus der Mitte M der 
Linie CD die zu der Axe MM ,CD senkrechte Linie Mu, , nehme Mu=g.MD 
= g.Ät, und ziehe hierauf um den Punct « einen Kreis «, welcher durch «lie 
Puncte D, C geht: so schneidet derselbe die gegebenen Kreise M,, M, aufser- 
dem noch in denjenigen beiden Puncten c, d, in welchen sie von dem gesuchten 
Kreis zn berührt werden, so dals also die geraden Linien M,d und M,c einan- 
der im Miitelpunct zn des gesuchten Kreises schneiden. 

Ferner ergiebt sich aus dem Obigen ein einfaches Verfahren, eine Reihe Kreise 
m,m,,M,,....zu beschreiben, von denen jeder die beiden gegebenen Kreise 
M,, M, berührt, und welche einander der Ordnung nach berühren. Denn da 
von den Quotienten 9, 9,» 935 ++, Welche dieser Reihe Kreise, in Bezug auf die 
Axe M,M,, respective zugehören, jeder folgende um Zwei grölser ist als der 
vorhergehende (24, c): so stehen die Mittelpuncte 4, A1,, Ay,» » . . der Kreise 
AL, Al, &,,.... um den Radius MD= R von einander ab, weil z. B. 

Ma=3g.I und Ma =3g,:R=3(g+2).&, 
mithin 
Ma, — Mu=uu, =. 

„Um also die genannte Reihe Kreise zu construiren, nehme man die Puncte 
A,» Ay. ...5oan, dals wu = ut, =....=R=MD, und ziehe 
um diese Puncte Kreise 42, AL, 4,, ...., von denen jeder durch die beiden Puncte 
D,C geht: so schneidet der erste dieser Kreise die gegebenen Kreise M,, M, 
in den Puncten ec, d, in welchen dieselben von dem Kreise m berührt werden ; 
der zweite Kreis 4, schneidet die gegebenen in den Puncten c,, d,, in welchen 
dieselben von dem zweiten Kreise zn, der genannten Reihe Kreise berührt wer- 
den; u. s. w.” 

E. Legt man in dem Punct D die Tangente DF an den Kreis M,, so ist 
leicht zu sehen, dafs die Mittelpuncte M,, 4 der beiden Kreise M,, 41, welche 
einander in den Puncten D, d schneiden, mit dem Punct F', in welchem die in 
den Puncten D, d an den Kreis M, gelegten Tangenten DF', dF einander schnei- 
den, in einer geraden Linie M, «J" liegen. Eben so liegen die drei Puncte 
M,, 41,, F,, so wie auch M,, «,, F,, u. s. w., in geraden Linien M7, zu, F\. 


..., wenn nemlich der Kreis «, den Kreis M, in demselben Punct 


u er Be 


(d, schneidet, in welchem derselbe von der Tangente 7‘, d, berührt wird; u. s. w. 
Legt man ferner in den Puncten Cundc,c,,c,,...., ın welchen der Kreis M, 
von den Kreisen £, &,,#,,.... . geschnitten wird, Tangenten CE, cE, c,E,, 
c,E,,.... an den Kreis M,, so liegen aus gleichen Gründen sowohl die drei 
Puncte M ,E,e, als auch M,, E,, #, u. s. w. in geraden Linien. 

Ss. 36 











282 Steiner, Fortselzung der geometrischen Betrachtungen. 


Nun sind die Abstände der Mittelpuncte «, R,#s»..., wenn sie sich auf 
eine Reihe an einander sich anschlielsender Kreise m, m,, m,,. . . . beziehen, 
einander gleich (D.), d.h.,esiteu =e# =....= R; demnach ist auch, 


da die Linien M&, DF und CE parallel sind: 


ı) EE=EE =EES=...... 
und 
b FF=FF=FF=........ 


Und ferner ıst: 

M,M:M,D =»: FF, 
oder wenn man die Radien der Kreise M_ , M, durch R,, A, bezeichnet, und be- 
merkt, ds MD=-R, MM=R, undee =R=MD=R—R, so 
hat man: 


R:R=R—R:FF, 


Li 


und folglich: 
BR TarOR 
co) FF = RB (R,— HR). 
Aus ähnlichen Gründen ıst: 
d) EE= e ER) 
Der Sinn der Sätze (a,b, ce, d), in Worten ausgesprochen, ist folgender: 


‚Beschreibt man eine Reihe Kreise m, m,, m,,.... von denen jeder zwei 
gegebene, einander ın D berührende Kreise M,, M, berührt, und welche einan- 
der der Ordnung nach berühren, und legt man in den Puncten d, d,, d,,...., 
in welchen dieselben den Kreis M, berühren, Tangenten dF', d,F.,d,F,.... 
an den letztern: so schneiden diese Tangenten, die in dem Endpunct D des 
Durchmessers BD an denselben Kreis M, gelegte Tangente DF so, dals die 
Abschnitte FF, FF, F,F,,...., alle einander gleich sind, und zwar jeder 
gleich der bestimmten Grölse Ri, (R,— R,) ist. Und eben so schneiden die in 


R, 


den Puncten €, €, €,,- - - -, In welchen die Reihe Kreise m, m,,.... den Kreis 
M, berühren, an den letztern gelegten Tangenten e.E, ce, E, ...., die in dem 
Punct C an denselben Kreis gelegte Tangente CE ın gleiche Stücke EE , EE,, 
! Si ut 
E,E,,...., von denen jedes der bestimmten Gröfse jTE (R,— R,) gleich ist.” 
R 
2 


3?’ 

Aus dem Vorigen ergiebt sich ferner ein Verfahren, die genannte Reihe an 
einander sich anschlielsende Kreise m, m, , m,, .... zu construiren. Denn nimmt 
man in der Tangente DF’ die Puncte F\, F\, F,,.... soan, das FF =FF..... 
BE 





: (R,— R,), und zieht um dieselben respective mit den Radien FD, FD, 


I 
1 
FD,....Kreise F,F,F,,...:, welche den gegebenen Kreis M, zum zwei- 
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ten Mal in den Puncten d, d,, d,,..... schneiden: so sind diese diejenigen 
Puncte, in welchen der Kreis M, von den gesuchten Kreisen m, MM...» 
berührt wird. U. s. w. 
Da, wie oben gezeigt worden, M,# F und M, «, F, gerade Linien sind, so 
folgt ferner, dals 
DF:DF = Muw:Mw, 
oder, da(D.) M«=3g9.MD und Me =:g,.MD, so ıst 
e) DF — 2 
DF g, 

F. Legt man in den Endpuncten des Durchmessers AB eines gegebenen 
Kreises M (Fig. 22.) Tangenten AD, BC an den Kreis, und ferner aus einem 
beliebigen Punct G der Tangente BC eine dritte Tangente GE,, welche den 
Kreis in FE, berührt, zieht aus demselben Punct @ eine beliebige Secante GE,E 
welche den Kreis in den Puncten E,, E schneidet, und legt endlich in den letz- 
tern Puncten E,, E Tangenten E,F,, EF an den Kreis: so folgt, dafs die letz. 
tern beiden Tangenten einander in der Linie BE , in /, schneiden (5.). Geht 
ferner durch den Punct X die Linie O NP parallel mit. 4D und BC: so sind die 
Dreiecke BHE, und ONE, einander ähnlich, und da die Seiten ZB und ITE,, 
als Tangenten des Kreises, einander gleich sind, so ist auch 

NE,=NO. 

Eben so folgt aus der Aehnlichkeit der Dreiecke BCE und PME und aus 

der Gleichheit der Seiten BC und CE, dafs auch 

NE=NP, 
folglich, da VE und VE,, als Tangenten des Kreises, einander gleich sind, 
ist auch 

NO=NP. 

Wenn aber NO = NP ist, so folgt, da die Linien OP und 41D parallel 
sind, wenn man die geraden Linien BED, BE. D,, BE,D, zieht, welche die 
Tangente AD in den Puncten D, D,, J), schneiden, dals auch: 

a) DD =D;,D. 
Und danach (C.) AF=1D, AF =FD, und AF=FD, ist, so 
folgt ferner, dals: 
b FF=FF. 
Aus Jiesen beiden Sätzen (a, b) ergeben sich unmittelbar folgende : 
co) 2AD =AD+-AD,, 
dd 2 AFP =AF+AF. 

Diese vier Sätze (a, b, c, d) in WVorten ausgesprochen, lauten wie folgt: 

„Legt man zwei parallele Tangenten BC, AD an einen gegebenen Kreis 
M, nimmt in der ersten einen beliebigen Punct G an, legt aus demselben die 

36 * 
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Tangente GE, F\, welche den Kreis in E, berührt, und zieht aus dem nemlı- 
chen Punct @ eine willkürliche Secante GE, E, welche den Kreis in den Punc- 
ten E,, E schneidet; zieht ferner aus dem Berührungspunct B diegeraden Linien 
BED,BE D,BE,D,, welche die Tangente A.D in den Puncten D,D,,D, 
schneiden: so befindet sich immer der Punct D, in der Mitte zwischen den bei- 
den Puncten D und D,, wie auch immerhin die Secante GE,E, von dem 
Puncte @ aus, ihre Richtung ändern mag. Und legt man ferner in den Punc- 
ten E,.E, die Tangenten EF', E,F, an den Kreis: so liegt ebenfalls der Punct 
I, stets in der Mitte zwischen den Puncten Fund F, welche Lage die durch 
den angenommenen Punct @ gehende Secante G@E,E auch haben mag, 
Daraus folgt, dals sowohl die Summe der beiden Abschnitte AD-+ AD, als 
auch die Summe der beiden Abschnitte AF-+ AF, constant bleibt, so lange 
die Secante GE, E durch denselben Punct G geht, sonst aber ihre Fuchtung be- 
liebig ändert *).” 





*) An einem andern Orte wird sich zeigen, dafs alle diese Eigenschaften nicht blos 
dem Kreise, sondern auch den übrigen Kegelschnitten zukommen; dals nemlich folgende 
allgemeinere Sätze Statt finden: (Zur Erleichterung und um der Vorstellung zu Hülfe zu 
kommen, fasse man (Fig. 22.) in’s Auge, stelle sich aber, anstatt des Kreises M, irgend 
eine Curve zweiten Grades vor, von welcher Curve AB nicht blos Axe, sondern ein belie- 
biger Durchmesser ist.) 

„Legt man in den Endpuncten eines beliebigen Durchmessers AB irgend einer Curve 
zweiten Grades zwei Tangenten BC und AD; ferner aus einem in der ersten Tangente 
(BC) willkürlich angenommenen Punet G eine dritte Tangente GE,F,, welche die Curve 
in E, berührt, und die Tangente AD in F, schneidet, zieht aus dem nemlichen Punct @ 
eine willkürliche Secante GE,E, welche die Curve in den Puncten E,, E schneidet ; 
zieht ferner aus dem Berührungspunct BD, der ersten Tangente BC, die geraden Linien BE, 
BE,, bE,, welche die zweiie Tangente AD in den Puncten D, D,, D, schneiden: so 
liegt immer der Punct D, in der Mitte zwischen den Puncten D und D,, welche Läge 
auch die Secante GE,E, von welcher die Puncte D, und D abhängig sind, haben mag, 
Und legt man ferner in den Puncten E, E, eine vierte und fünfte Tangente EF und E,F, 
an die Curve, welche die zweite Tangente AD in den Puncten F, F, schneiden: so ist der 
Punct F, stets in der Mitte zwischen den beiden Puncten F und F,, welche Lage die aus 
dem bestimmten Punct G gezogene Secante GE,E auclı haben mag. Daher folgt ferner: 
dafs sowohl die Summe der beiden Abschnitte AD und AD,, als auch die Summe der bei- 
den Abschnitte AF und AF,, constant bleibt, so lange die Secante GE,E durch den nem- 
lichen Pnnct G geht.” 

Da nicht nur die Linie AD, sondern auch jede andere Linie (wie z.B. OP), welche 
mit der Tangente BG parallel ist, von den drei Linien BE, BE,, DE, 


so dals, wenn d, d,, d, die respectiven Durchschnittspuncte sind, dd, = d,d, ist: so lassen 


so geschnitten wird, 


sich mit Hülfe dieser Eigenschaft und mit Bezug auf einen Satz über die Projection einer 
ebenen Curve, die in einer Fläche zweiten Grades liegt, welcher im ersten Heft, Seite 45. 
(V,) dieses Journals mitgetheilt worden, leicht folgende interessante allgemeine Sätze über 
die Flächen zweiten Grades ableiten. 
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Es ıst noch zu bemerken, dafs die obigen beiden Sätze (c, d) immer 
Statt finden, selbst wenn der eine Durchschnittspunct .E der Secante GE, E 
in den andern Halbkreis, unterhalb des Durchmessers AB, fällt, nur sind 
in diesem Falle die betreffenden Abschnitte AD und AF negaly zu nehmen, 


so dafs 





Zum leichtern Verständnifs stelle man sich anstatt der Curve M (Fig. 22.), irgend eine 
Fläche zweiten Grades vor; anstatt der Tangenten BG, AD, zwei Ebenen, welche die 
Fläche in den Endpuncten eines beliebigen Durchmessers AB berühren, und welche Ebenen 
demnach parallel sind; anstatt der willkürlichen dritten Tangenten GE,, eine wilikürliche 
l:bene, welche die Fläche in dem Punct E, berührt, und die Ebene BG in einer bestimm- 
ten geraden Linie G schneidet; anstatt der Secante GE,E, eine Ebene, welche durch die 
Linie G geht und die Fläche in einer Curve EE, schneidet; anstatt der Tangenten NE, 
NE,, alle möglichen Tangenten aus dem Punct N an die Flächen M, d. h. denjenigen Ke- 
gel N, welcher die Fläche in der Curve EE, berührt; und endlich anstatt der geraden Li- 
nien BE, BE,, alle möglichen Linien aus B durch die Peripherie der Curve EE,. d.h. 
einen Kegel, dessen Scheitel B ist, und welcher durch die Curve EE, geht, und die Ebene 
AD in einer bestimmten Curve DD, schneidet: so lassen sich die gedachten Sätze, wie 
folgt, aussprechen. 

„Legt man irgend zwei parallele BG, AD und eine dritte beliebige Berührungscbene 
GE, an irgend eine gegebene Fläche M zweiten Grades, welche die letztere respective in 
den Puneten B, A und E, berühren; ferner durch die Durchschnittslinie G, der ersten (BG) 
und dritten Berührungsebene (GE,), eine willkürliche Ebene GE,E, welche die Fläche in 
einer gewissen Curve EE, schneidet; läfst ferner aus dem Berührungspunct B (als Scheitel) 
durch die Curve EE, einen Kegel gehen, welcher die Ebene 4D in einer bestimmten Curve 
DD, schneidet; und läfst endlich durch die beiden Berührungspuncte B, E, die gerade Linie 
BE,D, gehen, welche die Ebene AD in dem Puncte D, trifft: so ist immer der Punct 
D‘ der Mittelpunct der genannten Curve DD,. Noch mehr: Läfst man in der 
Vorstellung die Ebene GE,E ihre Lage so verändern, dals sie sich um die gerade Linie G 
bewegt: so sind die verschiedenen Curven DD,, welche dadurch in der Ebene AD nach 
einander entstehen, alle einander ähnlich, ähnlichliegend nnd concentrisch, nemlich D, ist ihr 
gemeinschaftlicher Mittelpunet. Auch bewegt sich dabei, wie bekannt ist, der Scheitel N des 
Kegels N, welcher die Fläche M in der Curve EE, berührt, in der unveränderlichen geraden 
Linie BE,N. Ferner folgt unmittelbar, dafs also nicht allein die Ebene AD, sondern auch jede 
andere Ebene, welche mit der Ebene BG parallel ist, die genannten Kegel, aus dem Punct B 
durch die nach einander entstehenden Gurven EE,, in ähnlichen, ähnlichliegenden concentri- 
schen Curven schneidet, und dals immer die gerade Linie BE, durch den gemeinsamen Mit- 
telpunct dieser Curven geht.” Ferner kann man noch folgenden besondern Satz herausheben : 

„Projieirt man aus irgend einem Punct D in irgend einer gegebenen Fliche M zwei- 
ten Grades, eine beliebige ebene Curve EE,, welche in derselben Fläche liegt, auf eine 
Ebene (z. DB. DD,), welche mit der in dem Punct D an die Fläche gelegten Berührungs- 
ebene BG parallel ist: so geht immer diejenige Linie DN, welche den genannten Punct Z 
mit dem Scheitel desjenigen Kegels N verbindet, welcher die Fläche in der genannten Curve 
EE, berührt, durch den Mittelpunet der Projection (der durch die Projection entstande 


nen Curve).” 
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y) 2AD,=AD,— AD, 
6) 2AF =Ar, —AF. 
G. Aus dem Vorhergehenden (E) und (F’) kann unmittelbar noch Folgen- 
des abgeleitet werden. 

Angenommen, die beiden gegebenen, einander in B berührenden Kreise M , 
M, (Fig. 24.), würden von irgend zwei beliebigen Kreisen m, m, berührt, und 
die Linie BG berührte die gegebenen Kreise in B, d. h., sei ihre Linie der glei- 
chen Potenzen: so liegt, wie oben schon öfter erwähnt, der äufsere Achnlich- 
keitspunct @, der Kreise m, m, in der genannten Linie BG, und die Puncte E, 
E,, in welchen der Kreis M, die Kreise m, m, berührt, liegen mit dem Aechn- 
lichkeitspunet G in gerader Linie GE, E. Nimmt man ferner an, der Kreis m, 
berühre die gegebenen Kreise so, dafs z. B. die Tangente TE, @, welche er im 
Berührungspunct E, mit dem Kreis M, gemein hat, ebenfalls durch den genann- 
ten Punct @ geht; ferner berühre die gerade Linie AF den Kreis M, ım End- 
punct „4 des Durchmessers BA, die geraden Linien EF, E, F, berühren den- 
selben in den genannten Puncten E, _E,; und endlich würden die Quotienten 
der Kreise m, m,, m,, in Bezug auf die Axe M,M,, d.h. die aus den Mittel- 
puncten zn, m,, m, auf die Axe MM, gefällten Lothe, dividirt durch die 
Radien der respectiven Kreise m, m,, m,, durch g, m bezeichnet: so ıst 
nach (E, e): 





und folglich 





AL 9 
Berücksichtigt man aber (F, d.), wonach der erste Theil dieser Gleichung 
= 2 ist, so folgt dals 


2 LS 


2 , 


q, 
oder 
29, Zu 7 vor G; £ 

Der Sinn dieser Gleichung, oder dieses Satzes, ist folgender: 

„Nimmt man in der Linie der gleichen Potenzen BG zweier gegebenen 
Kreise M,, M,, welche einander in B berühren, einen beliebigen Punct G an, 
zieht aus demselben eine willkürliche Linie Gran, m, und beschreibt diejenigen 
beiden Kreise zn, rm,, deren Mittelpuncte in dieser Linie liegen, und von denen 
jeder die beiden gegebenen Kreise berührt: so ist die Summe der @uotienten 
(9, 9.) der beiden Kreise zn, m,, in Bezug auf die Axe MM, constant, so lange 
die Linie Gm, rn durch denselben Punct G geht, wie sie auch übrigens ihre 
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Lage ändern mag. Und zwar ist die genannte Summe der Quotienten gleich Jem 
doppelten Quotienten 29, desjenigen Kreises m, , welcher z. B. den Kreis M, in 
demselben Punct .E, berührt, in welchem dieser nemliche Kreis von der aus dem 
angenommenen Punct @ an ıhn gelegten Tangente GE, berührt wird.” 

Es ıst noch zu erinnern, dals, wenn der Kreis m unterhalb der Axe 
BM, M,A fallt} alsdann sein Quotient als negativ anzuschen ist, so dafs für 
diesen Fall 

2q, > I; rer I- 

Endlich ist noch des besondern Falles zu erwähnen, wenn die genannte Linie 
aus dem Punct G durch die Mitte M der Linie C.A geht. Nemlich in diesem 
Falle liegen in der Linie Gm, M die Mittelpuncte M, m, zweier Kreise M, m, 
welche die gegebenen Kreise berühren, und deren Quotienten, in Bezug auf die 
Axe M, M,, respective 0, 2g, sind, so dals also der Quotient des Kreises mm, ge- 
rade doppelt so grofs ist, als der des Kreises ın.. 


31. 


In dem Vorhergehenden sind unter andern auch die Mittel, folgende Auf- 
gabe zu lösen, enthalten. 


Aufgabe. 


„Wenn zwei beliebige‘ Kreise M,, M, (Fig. 25.), die einander in B be- 
rühren, und irgend ein beliebiger Durchmesser eines dieser beiden Kreise, z. B. 
der Durchmesser DE des Kreises M, gegeben sind: so soll man einen Kreis 
m, beschreiben, welcher die beiden gegebenen Kreise M , M, berührt, und des- 
sen Quotient, in Bezug auf den gegebenen Durchmesser DE (d. h., das aus dem 
Mittelpunct za, auf den Durchmesser DE gefällte Loth m, P,, dividirt durch 


den Radius des Kreises m, ), gegeben ist.” 
Auflösung. 


Der Quotient des gegebenen Kreises M,, ın Bezug auf den gegebenen 
Durchmesser DE, ist als gegeben zu betrachten; er si= 0; ferner sei der 
gegebene Quotient des gesuchten Kreises zn, = g: so ıst nach (27, F.): 

g9= 0x” + 2x, 
wo nemlich & anzeigt, die wievielte Stelle der Kreis zn, , unter den Kreisen, die 
die gegebenen Kreise berühren, nach demjenigen Kreise zn, dessen Mittelpunct 
m in dem gegebenen Durchmesser DE liegt, einnimmt, d. h., wo der Quotient 
des Kreises n,, ın Bezug auf die Axe M,M,, um 2x grölser ıst, als der Quo 
tient desjenigen Kreises zn, welcher die beiden gegebenen Kreise M,, M, be- 
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rührt, und dessen Mittelpunct in dem gegebenen Durchmesser DE liegt, ın 
Bezug auf die nemliche Axe M,M,. Man findet aus dieser Gleichung 
1 


Ist nun # der Mittelpunct desjenigen Kreises #, welcher durch die vier 
Puncte A, C, D,d geht, d. h., welcher durch die beiden Puncte A, C geht, 
in welchen die Axe M,M, die Kreise M,, M, schneidet, und durch die beiden 
Puncte D), d, in welchen der genannte Kreis m die gegebenen Kreise M,, M, 
berührt; und ist ferner #, der Mittelpunct desjenigen Kreises #,, welcher durch 
die nemlichen beiden Puncte A, C, und durch diejenigen beiden Puncte D,, d, 
geht, in welchen der gesuchte Kreis n, die beiden gegebenen Kreise M,, M, 
berührt: so ıst nach (30, D): 


er, = Mr, — Me =2.MA=(-+V (0 + >)) x MA. 


„Man beschreibe daher zuerst einen Kreis #, welcher durch die drei gege- 
benen Puncte A, C und D geht, nehme hierauf in der zu der Axe M, M, senk- 
rechten Linie M##, den Punct #, so an, dafs 


RR, = (-5+ V(9+ 2) x MA, 


vnd ziehe um diesen Punct einen Kreis #,, welcher durch die Puncte A, C 
geht: so schneidet dieser Kreis #, die beiden gegebenen Kreise M,, M, aulser- 
dem noch in den beiden Puncten d,, D,, in welchen dieselben von dem gesuch- 


ten Kreise m, berührt werden.” 


Zum Schlusse ist zu bemerken, dafs alle obigen Betrachtungen und Sätze 
(30, 31.), auf gleiche Weise Statt finden, wenn man anstatt der denselben zu 
Grunde liegenden, einander innerlich berührenden Kreise M,, M. 


4 „‚ zwei, einan- 
der äufserlich berührende Kreise annımmt. 


Berlin, ım März 1826. 





























26. 


Allgemeine Theorie der Epieykeln. 


(Von Herrn L. Rabe.) 





———- —— 





1. \\ enn in der Peripherie eines Kreises sich der Mittelpunct eines zweiten 
Kreises bewegt, so nennt man diesen zweiten Kreis Epieykel. Bewegt sich nun 


noch in der Peripherie dieses Epicykel, mit Beibehaltung der vorigen Bewegung, 





der Mittelpunet eines dritten Kreises, so ist der letzte Kreis ein Epicykel des 
Epicykel, und man nennt ihn zweiten Epicykel, wenn man den ersteren, ersten 
Epicykel genannt hat. Bewegt sich, die bereits statt habende Bewegung mitge- 
rechnet, noch der Mittelpunct eines vierten Kreises auf der Peripherie des zwei- 
ten Epicykel, so ıst der letzte Kreis ein dritter Epicykel; und wenn man die 
Aufeinandersetzung der Kreise, nach Art der früheren, beliebig annimmt, wo 
nemlich der Mittelpunct eines nächstfolgenden Kreises in der Peripherie seines 
nächstvorangehenden sich bewegt, so wird im Allgemeinen der (n + 1)" Kreis 
der r'* Epicykel genannt. 

Nimmt man nun noch an, dafs ın der Peripherie des n'" Epieykel ein Punct 
sich bewegt, so ıst der Zweck gegenwärtiger Untersuchung, die Art der Bewe- 
gung dieses Punktes zu bestimmen, oder die Art der Curve auszumitteln, welche 
der Punct, durch auf so mannigfaltige Art zusammengesetzte Bewegung, be- 
schreiben wird. 

2. Um uns in der Folge einfacher ausdrücken zu können, wollen wir fol 
gende Bezeichnungen einführen. Es sollen durch 

(0), (1), (2), (3), (4), u. S. W. 
der Ordnung nach, der erste ruhende Kreis, der erste, zweite, dritte, vierte, .... 
Epicykel vorgestellt werden. 
r,r,r,r,r, usw. 


0?’ ı? 2 s “ 


seyen analog ihre Radıen. 


I. 31 
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Im Mittelpuncte des (0) schneiden sich drei auf einander folgende Coorldlı- 
natenachsen ©; y; z; und es seyen die Ebenen der wy, der xz, der yz, die 
Ebenen, welche durch die Achsen der z und y, durch die Achsen der x und : 
und durch die Achsen der y und z gehen. 

ns Dr Rs Ds A, WEM. 
ungen der Ebenen, in welchen die (0), (1), (2), (3), (4),..... 
fallen, mit der Ebene der @y vorstellen. 
U U 


sind die Winkel der Knotenlinien analoger Ebenen in der Ebene der .ry mit der 


sollen die Neıie 


Le) 


” „» usw. 


Achse der «. 
Rs a, Q,» &, a. u. Ss. W. 


seyen die Winkel der Knotenlinien analoger Ebenen in der Ebene der zy, für 


r Fa ya da 


eine bestimmte Epoche £ mit den Radien r , r, r a 
0 ‘ ’ ° 


ge? 
T,» Y 0’ 9 2, J ,? »,3 T, Yor 2,3 TI, Sr USW. 


stellen die Coordinaten der Durchschnittspuncte der Peripherien der (0), (1), 


a ERRLE mit den Radien vr ,r.,r,,r,, 


....., ebenfalls für die Epoche i, vor. 
3. Macht man noch die Voraussetzung, dals die Winkel, die r, 
re mit den Coordinatenachsen x; y; z; bilden, durch 
[nF WER ET EN er. 
EN ET TEI NP, (r,y), usw. 
{r.2), EEE EEE N 


bezeichnet werden, so hat man: 


mp, 
s ’ 


, 


x,=r,cos(rx), 
Yy,=r, vos CR | ), 
2, =r, cos (r,2). 
Eben so 
 —ı0,=r,cos(r,), 
hf u un f cos (r,y); 
2, — 2, =r, cos (r,5)h 
ferner 


m 
l 


r, cos (r,), 


| 
I 


r, cos (r,r), 


r, cos I7 2); 


u. 5. W. 


so bekommt man sofort folgende Gleichungen: 
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pe f [cos a, 


z,=r, sın a, SNn,, 





—2z2,=r sna sun, 


at: FR [cos a, C08 k, +sın a, sın Ä, cos n.]. 


2 i 
v„,—y=t, [cos a, sın k, + sın a, cos k, cos n,], 
2, m 2 >=r, suma, sun, 


uU. Ss. W. 


ul Did [cos a, 008 k, + sın a, sin k, cos n.]» 


sin kA, — sin «, cos k, cos n,], 


ru =r [cos a, cos k, +sın a, sın k, cos n.], 


E BE > — " c s] r" PIE 2 » ” » > 
h) , P; [cos %, sın k, sın @, cos k, cos n.], 
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Man erhält deinnach für die Coordinaten des Durchschnittspunctes des r, 


mit der Peripherie des (rn), oder für die Coordinaten des in der Peripherie des 


ai Epicykel sich bewegenden Punctes, folgende Ausdrücke: 
zer, [cos a, cos kA, + sın a, sin k, cos n,] 
+ Fr [cos @, cos k, + sın a, sın k, eos n,] 


+r, [cos a cos k, + sın a, sin k, cos n,] 


+ Fi [cos “cos k, + sın a, sın k cos n.], 
„zr, [cos a, sın k, — sın a, cos k, cos n,] 

+r [cos a, sınk, — sin @, cos k, cos n.] 

+ a; [cos “, Sın k, —sın a, cos k, cos n | 

+ mE WE mu ve Gr Ge mE GE oe A ZE FE TE EEE u = SE mE mE zu zu me Ze o Zu 

+r, [cos a, sınk, —sina, cos k, cos n.], 
= r, na, sınn, 

+r sına, sınnz, 


+r, sin a, sin 7, 


+ sn, sun. 


Setzt man, um diesen Ausdrücken einfachere Formen zu geben: 








cotane k ) cos k 
tang A, = °>— und sin a, = -——, 
cos N, sin A, 
tano %k j sın k 
tang B, = — —— und ind, =——}, 
cos N, sin B, 
tang (,, = 0 und sin es, =sınn,, 


init den ganz, analogen Bedeutungen der Gröfsen 


37° 
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A; BD, G; A, B,, 6; A,, B,, G; Q. $. W., 
WE ME HE Bi me Er m me. u mE nr 


wenn man nemlich 4, und r,, der Ordnung nach, in 


k undn,; k,undn,; kwundn; us. w. 
übergehen läfst, so wird man ohne Mühe erhalten: 
a, =r,sina,sin(A,+a,)+r, sina, sin(A +a )+r,sina,sin(A, +a,)+u.s. w., 
Yy.=r,sind,sin (B,+a,)-+r, sind, sin (B +a,)+r, sind, sn (B,+a,)+u.s.w., 
z, =r,sine,sin(G, +a,)#+r, sine, sin(C, +a )+r, sine, sin (6, +a,) +1. s.w. 
4. Seyen nun der Ordnung nach 
G, G, 6. GG. @, usW. 

die Geschwindigkeiten der Mittelpuncte von 

(1), (2), 8), (4) usw. 
in den Peripherien von 

(0), 4), 2) (3) ».w., 
und @, sey die Geschwindigkeit des in der Peripherie des zu“ Epieykel sich be- 
wegenden Punctes, so ist, wenn man unter di ein Kleinent der Zeit versteht, und 
die Aenderung der Winkel a,, a,, a 
dt, durch: 


0» &y #r rer, Während dieses Zeitelementes 

















da, da, da, da, da, us.w. 
bezeichnet werden, wie bekannt, 
’ r. da r da r,da 
G =, Go, =, 6, =; usw, 
dt di dt 
daher: 
G r da, G r (da, 
u 1 1 Zu 2 2 R 
Ge = Fe 6 = — 7 „ u SW. 
r_ r,da, A r, da, 
Wird noch, der Kürze wegen, gesetzt: 
v v r # 
g, = 3 1 g,= 9 u g, =. ch u. Ss. W., 
t a 2 y , v 
’. m, mM, r, 6, 


so hat ınan aus diesen und den vorhergehenden Gleichungen 


da, =g,da, Jda,=g,da, da =g,da,, u.s. w., 
und diese Gleichungen so integrirt, dals, für a, = 0, die Grölsen a, , u, «a, 
RER" die constanten Werthe 


B,, u. sw. 


annehmen, so hat man folgende Gleichungen: 


) > 2 


-——_ i ui — f y 
amgut?, wg, tP, a=g.,tP, usw. 


Man hat also statt der letzten drei Gleichungen in 3., wenn man dort’ die hier für 
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kA, @y @,y o.r... gefundenen Werthe hineinsubstituirt, folgende, blols von 
a, abhängigen Coordinaten des beweglichen Punctes in der Peripherie des 
rn“ Epieykel: 
2, = r,sina, sin (4, + a,) 
+r sina,sn(A + P,+g,%,) 
+r,sina,sn (A, +Pß,+ 8,%) 


+r sna,sn(A +P,+ 8,%)» 

y= r,sind, sin (B, + «,) 
+r sind, sn(B + P, +g,%) 
+r,snd, sn(B,+Pß,+ 8,%) (1.) 


+r, sind, sn (B, + ß, + 8,0): 
sn (C, + a,) 
+r sine ın(Ü, + P, +g,%) 


+r,sine, sn(C,+Pß,+ 8,%) 
AT EFF RE D- . 
+r me sn(C, + Pß, + g,%) 


5. Diese Gleichungen (1.) enthalten die Auflösung unserer Aufgabe. Man 
kann fürs erste mittelst derselben, bei Festsetzung aller in ihnen vorkommenden 
constanten Grölsen, für jedes beliebige «a,, oder für alle Werthe von a, zwischen 
den Grenzen «, = 0 und a, = 360°, die Lage des, in dem letzten Epicykel sich 
bewegenden Punctes, gegen die drei festgesetzten Coordinatenebenen bestimmen, 


und zweitens kann man durch Elimination von a,, aus je zweien der Gleichun- 


0? 
gen (1.), die Gleichungen der Projectionen der, vom besagten Puncte beschrie- 





benen Curve, auf die Ebenen der zy, der zz, und der yz erhalten. 


Im. Folgenden wollen wir für einige besondere Fälle aus den allgemeinen 
Gleichungen (I.) die Curven aufsuchen. 


Erster besonderer Fall. 


Essey , =8, =, 8, 78, 7... =g”=1 


so gehen obige Gleichungen (1.) in folgende über: 

2, =r,sina,sin(A,+a,)+r sina, sin(A, +ß,+@,)+r,sina,sin(A,+ß,+a,)+ 1.5. w. 
Inmr,sind,sin(B, +a,)+r, sind, sn (B +, +a,)+r,sind,sin (B,+ß,+a,)+1.s.w. 
2, =’, sine, sin(G, +a,)+r, sine, sin(C, +ß, +a,)+r,sine,sin(C,+ß,+ a,)+u.s.w. 
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Wemonun p(@,) irgend eine Function von a, vorstellt, so ist, wie bekannt, 


\ d.y(a)a, , Üy’(a) a; 
y(#,)=% (@,) „ da, 1 ” da, 1.2 


\Vendet man dieses Theorern auf die drei letzten Gleichungen an, und setzt 








+ 1. Ss. w. 


überdies noch abkürzend: 
= r,sina, sin A, +r,sina, sn(A + $)-+r,sina, so(A,#+2,)+ u.s.w., 


0 
'I=r,sina,cos A, +r, sına, cos(4, +2) + r, sina, cos(A,+2?,) + u.s.w., 
B=r, sind, sn BD, + r, sind, sn(B, + P2,) + r, sia db, sin (B,+ },) + u.s. w., 
’B=[r, sin b, cosB, + r, sind, cos(B, + B,) + r, sin d,cos(B, + B,) + u. s.w., 
Cr, sın €, sn‘ +r, sin c, sin (C, +P)+tr, sin c, sin (GC, +, + u.s. w., 


77. WE * . f . E ‚ y . r . > > . 
(=r, sine, cosG, +r, sine, cos(G, + 2) + Fr, sin e,cos(C, + 2,) + u.s. w., 


so hal man 


* — 4 - 
a, =.Acosa,+’Asın a, 
y,„=#P cosa, + ‘DB sin a, (a). 
2, =Gecosa, +'C sın Ger] 


Kliminirt man aus ihnen die Gröfse @,, so erhält man um Allgemeinen zwei 
besondere Gleichungen, zwischen je zwei der veränderlichen Coordinaten eines 
Puncles der Curve, und diese zwei Gleichungen drücken die Relationen der 
CGoordinaten eines jeden Punctes dieser Curve ans. 
Sind nun x; y; z; die Coordinaten eines beliebigen Punctes dieser Curve, 
so sind, wenn man folgende Abkürzungen einführt: 
A#+A1 =D’, 
E CA+'CA ,,. 
7: =EFE ud — D° e ‘E. 
AB + BA = F und ACH CA _ 
D* 2 a 
die Gleichungen für die Projectionen der Curve anf die Ebenen der ay und der az, 
z='’Er& 'FVY DM — 


Transformirt man das Coordinatensystem so, dals man die Ebene der zy um den 








BA +'B’A 





’F 
Ey 











Winkel p, gegen ihre ursprüngliche Lage, durch die Achse der x dreht, so ist, 
wenn die Coordinaten eines bestimmten Punctes gegen das alte Coordinatensystem 
x, y; x; waren, und gegen das neue »°; y’; =’; sind, 


Fr x, 


Yy y'coop+ z’ sin g, 


d 


4 


z’cospg+y’sın g. 
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Führt man diese neuen Coordinaten a’, y’, 2’ in die letzten zwei Gleichungen 


der Curve ein, und sind ebenfalls die Coordinaten von was immer für einen 

Punct dieser Curve, in Bezug auf diese neuen Coordinatenachsen, 2°, y°, x, so 

sind die Gleichungen der Projectionen auf die Ebenen der a’y’ und x‘ 
y'=a(Ecsyg—'Esinyg)#&#(Fcosp— 'F sn g)Y D’— a”, 
"=a+(Esnpg-+'Eeosy)#&(F sng+'Fecosy) V D*! — «”. 


Der Winkel p, sieht man, ist eine ganz willkürliche Grälse. Bestimmt man ihr 





so, dals man annımmt;: 
F sin go+'Fcosg= 
wodurch p immer einen möglichen Werth hat, so Ba die letzten zwei Glei 


chungen wenn man abkürzend setzt: 


VF+=6, 











71 ıY Hy! SU EIER 
= T: DE u I und ii. G NN, 


folgende Gleichungen unserer Curve: 
y=lI&6GVD’—ı“, 
—'Ix“. 


Diese zwei Gleichungen zeigen, dafs die so erhaltene Curve eine ebne Curve ist, 





und wir wollen daher noch ihre Gleichung in der Ebene suchen, ın welche sie fällt. 

Transforinirt man zu diesem Zwecke das Coordinatensystem so, dals wir in 
der Ebne der »*z° die Achse der x° um den Winkel aJ gegen ihre ursprüngliche 
l.age verschieben, und heifst man die Coordirıaten eines Punstes für dieses Sy- 
stem 2%, y‘‘, 2”, so hat marı 

a’= x” cos Alb + 2” sın 

y' — yr 
= 2” cos ab — 2” sin al 
Führt man diese neuen Eoordinaten in die letzten zwei Gleichungen der Curve 
ein, so erhält man folgende Gleichungen für die Projectionen der Curve auf die 


Ebenen der x y ah az": 


_ (t — I tang db) I" &G VD’ (7 +6) —y“} 
%  [eosab (1 7 tangab) + sinab I +tangel)] [’+GJ’ 
u __ ©” (I + tang ı)) 
net ee tang ab‘ 


Soll nun die Curve ganz in die neue Coordinatenachse #”’y” fallen, so mufs 











= 0 seyn. 
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Man hat dann, wenn man abkürzend setzt: 
i 


D’ 7 +6G)=K 








Ivı+T _ GYi+' 
57 ae er 7 


folgende Gleichung für die gesuchte Curve: 
X =lLy" 5 MYK _y‘®, 


Verschiebt man noch diese Achse der x“ ın der Ebene der a'y“ um den Win- 





kel e, und sind dann x’, y‘, die Coordinaten eines Punctes der Curve, so hat 


man erstens 
a’ = u” cos + y’ sin », 
y'’ = y'' cos 1 — x” sın @. 
Nimmt man den Winkel # so an, dafs man hat: 


— 1’ — M’yV(t -— 1 — WM) +41 














tang ‚= 51 
so erhält man, wenn man abkürzend setzt: 
Bi KM >" 
a V (cos se — L sın 9° + M’ sın °9’ 
KM 








ve V (sin + J, cos 0)? + M’ cos‘ #’ 
als Gleichung der gesuchten Curve: 
2 2 

= + Te = 1. (a). 
Also eine Ellipse, deren halbe grolse und kleine Achsen @ und 5 sind. 

Zweiter besonderer Fall. 

Es sey mit der Annahme aus dem ersten besonderen Fall noch diese ver- 

einigt, dals die Ebenen, in welche (0), (1), (2), (3) ...... fallen, nur eine einzige 


Ebene bilden, und zwar sey es die der xy, so setze man in den Gleichungen (a) 


nz=n zn zn an =....=n=0, 
k,=k=k,=k=kh=...... =k=0. 


Dann geben jene Gleichungen, wenn man abkürzend setzt: 
N=r tr co, +r,cosP,-+r,cos P, + u. s. w., 
] BEER ® [. [3 j . . 
N = rsnß, +#r,snß, +r, sın d, + u. s. w., 
folgende Ausdrücke für die Coordinaten des beweglichen Punctes im letzten 
Epicykel: 
x» = Ncosa- ’N sın a, 


v =—N sın nz ’N cos a,» 


Klırıi- 
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Eliminirt man ebenfalls hier die Gröfse a,, so erhält man dadurch die Relation 
zwischen den Coordinaten eines jeden Punctes der von diesem beweglichen 
Puncte beschriebenen Curve. Sind hier ebenfalls = und y die Coordinaten eines 
beliebigen Punctes dieser Curve, und setzt man, abkürzend: 
YX + N = r, 
so ist die Gleichung dieser Curve 
y=Yt'—a) (ß) 


Die so erhaltene Curve, ersieht man aus letzter Gleichung, ist ein Kreis, dessen 





Halbmesser r ıst. 
Driiter besonderer Fall. 
Es sey, nebst der Annahme für den ersten besonderen Fall, die folgende eben- 

falls vereinigt, nemlich, wenn man hat: 

0=r,sina,sin A,+r, sina, sn(A +Pß,)-+r,sina, sin(A,+ß,) + u. s. w., 

0=[r, sind, sin B,+r, sind, sin (B,+P )-Hr, sind, sin(B,+P,) + u. s. w., 

0=r, sine,sinC, +r, sine, sn(C,#+ß,) #r,sine, sn (C,+ß,) + u. s. w.; 
d. h., wenn in den Gleichungen (=) die Gröfsen 

A=B=6=0 


sind, so gehen jene Gleichungen (a) in folgende über: 
— ‘ 2 
a ='Asına, 
y,„='B sın o, 
nn AR u 
z =’ sına, 
Aus diesen Gleichungen a, eliminirt, erhält man die Gleichungen der, von dem 
in der Peripherie des letzten Epicykel beweglichen Punctes, beschriebenen Curve, 
und diese Gleichungen sind, wenn man mit x, y, z, die Coordinaten von was 


immer für einen Punct dieser Curve bezeichnet: 








C 
zz 74 > 

‚g (Y). 
y = -q T, 


Also, die so beschriebene Curve ist eine gerade Linie, deren Projectionen auf die 
Ebenen der @z und xy durch die letzten zwei Gleichungen vorgestellt werden. 
Ferner hat man eine geradlinige Bewegung für den beweglichen Punct in 
der Peripherie des letzten Epicykel, wenn man in den Gleichungen (4) annimmt: 
A='B= C= 0, 
wo dann die Projectionen dieser Geraden auf die Ebenen der zz und xy sind: 
l. 38 
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(Y’). 
<a... 


Endlich erhält man eine geradlinige Bewegung für den Fall, wenn in (a), 
A='A, B='B, C='C, 
gesetzt wird; für den Fall fallen die Linien (y) und (y‘) zusammen. 

Diese beiden Geraden (y) und (Y‘) gehen durch den Ursprung der Coor- 
dinaten. Da aber die Bewegung des, in der Peripherie des letzten Epicykel sich 
befindenden Punctes, nicht von der Art seın kann, dals er beständig nach einer 
und derselben Richtung hin, längs einer Geraden fortlaufen könnte, so sind 
diese so eben gefundenen zwei Geraden, (Y) und (y‘), als solche zu betrachten, 
in welchen sich der betrachtete Punct auf- und abwärts bewegt. 


6. Für jetzt will ich mich mit der Auflösung noch anderer besonderer Fälle 
nicht aufhalten, und an dessen Statt etwas von der Anwendung dieser Epicykeln 
mittheilen, was hoffentlich für die Leser gegenwärtiger Zeitschrift nicht ohne 
Interesse seyn wird. 

Etwas Nothwendiges für die Astronomie der Alten war eine Theorie der 
Epicykeln. Wir wollen, um dieses zu bekräftigen, erstens ıhre Hypothese über 
den Zustand des Planetensystems mittheilen, und zweitens wollen wir zeigen, mit 
Hülfe der eben deducirten allgemeinen Theorie der Epicykeln, in wie weit man 
berechtigt wäre, diese Hypothese der Wirklichkeit zu substituiren. 

Die Meinung der Alten war: Im Mittelpuncte unseres Planetensystems be- 
finde sich die Erde ruhend, und um sie herum bewegen sich, in concentrischen 
Kreisen, alle übrigen Planeten sowohl, als die Sonne. Diese Hypothese stimmte 
aber schon bei dem damaligen Zustande der Instrumente mit ihren Beobachtun- 
gen nicht überein; theils aber aus besonderer Vorliebe für die kreisföürmige Bewe- 
gung, und theils das Bedürfnifs, die bald vor-, bald rückwärts gehende Bewegung 
der Planeten deutlicher zu machen, setzten sie auf den schon einmal angenom- 
menen Kreis, in der Peripherie dessen, ihrer ersten Meinung nach, der Planet 
gehen sollte, einen zweiten Kreis so auf, dafs der Mittelpunct des letzteren sich 
auf der Peripherie des ersteren bewegte, während der Planet in der Peripherie 


dieses zweiten Kreises herumging. Diesen zweiten Kreis nannten sie Epicykel. 
Mit dieser Hypothese noch nicht zufrieden, versetzten sie die Erde nicht 
in den Mittelpunet des ersten Kreises, sondern sie nahmen die Lage der Erde 
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excentrisch, in Bezug auf den ers.en Kreis an, welches, wie bekannt, eben so viel 
ist, als hätten sie die Erde in dem Mittelpuncte des ersten Kreises gelassen, und 
dafür den Planeten in einem zweiten Epicykel gehen lassen. 

Noch andere nahmen sogar einen vierten Kreis an, oder versetzten den 
Planeten in einen dritten Epicykel, und glaubten dadurch der Wahrheit noch 
mehr nahe zu kommen, und eben so konnte man die Anzahl dieser Epicykeln 
nach Belieben vermehren. 

Alle diese Kreise wurden aber von ihnen, als in einer Ebene liegend, vor- 
ausgesetzt. 

Um nun diese Hypothese mit der wirklich Statt findenden, von der Erde 
aus gesehenen, oder geocentrischen Bewegung der Planeten zu vergleichen, 
müssen wir zuerst die Gesetze der geocentrischen Bewegung der Planeten ableiten. 

Alle Planeten sowohl, als unsere Erde, bewegen sich ın Ellipsen, in deren 
einem und allen gemeinschaftlichen Brennpuncte die Sonne sich befindet. 

Das Coordinatensystem, auf welchem die Gleichungen (1.) 4. beruhen, soll 
ebenfalls für gegenwärtige Untersuchung gebraucht werden, wo der Ursprung 
desselben im Mittelpuncte der Sonne sey. Die Ebene der =y sey die Ebene der 
Ekliptik, und die Achse der & gehe durch die Knotenlinie der Bahn des Planeten 
in die der Erde. 

2,Yy,2, wand A, Y,Z, 
seyen die Coordinaten des Planeten und der Erde für diese Coordinatenebenen. 
r und Ä, 
die Radii vectores des Planeten und der Erde. 
u und Ü, 
stellen die Argumente der Breiten des Planeten und der Erde vor, oder die 
Winkel von r, mit der Knotenlinie der Bahn des Planeten in die Erdbahn, und 
von R mit der Linie der Nachtgleichen. 
n, 
stelle die Neigung der Bahn des Planeten mit der Erdbahn vor, und endlich: 
k, 
stelle die Länge des aufsteigenden Knotens vor, oder den Winkel, welchen die 
Linie der Nachtgleichen mit der Knotenlinie bilde. Nimmt man nun an, dals 
die Erdbahn mit der Ekliptik zusammenfällt, so hat man folgende Gleichungen: 


@=rcosu, und X=Rcos(U—k), 
y=rsinucosn, Y=Rksn(U-—k), 
z=rsnusın n, Z==0. 


35 
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Sucht man aber die Lage des Planeten gegen die der Erde, und sind g, », Z, die 
Coordinaten des Planeten, werın man den Ursprung der Coordinaten in den Mit- 
telpunct der Erde verlegt, so hat man: 


3X, 
v=y—Y, 
=z2—Z. 


Werden in diesen Gleichungen die Werthe für x, y, z, und X, Y, Z, aus 
den obigen Gleichungen, substituirt, so erhält man; 

=rcosu — Reos(U—k), 

v=rsnucson—Rsn(U—k), 

=rsın usinn. 

Es ist aber, wie bekannt, die Gleichung der Ellipse: 
z I 

u er (u — h)’ 


wo f der halbe Parameter, e die Excentricität, und A das Argument der Breite 





des Apheliums bedeuten, und eben so: 


| F 
fr 1— Ecos (U— H)’ 


wo hier die grofsen Buchstaben dasselbe bedeuten für die Erdbahn, was die 





kleinen Buchstaben für dıe Planetenbahn ausgedrückt haben. 
Man hat also, wenn man in die letzten drei Gleichungen die Werthe für 
r und R einführt: 

















. [cos u Fcos(U—k) 
re w—h) : 1— Kkcos (U— H)’ 
au Jsnucson __Fsn(U—k) 1) 
 g1—ecos(u—h) 1—KEcos (U—H)’ 
„_ ..,/sinu sinn 
a — 


1 — e cos (u—h) 
Diese Gleichungen drücken für jeden Stand der Erde in ihrer Bahn, und des 
Planeten in seiner Bahn, die Coordinaten des letzteren in Bezug auf die erstere aus. 
Da also die Coordinaten eines Jeden Ortes des Planeten in seiner geocentri- 
schen Bewegung von zwei Variablen abhängen, so erhält man, durch Elimination 
der Grölsen u und U, aus der Gleichung (II), eine einzige Gleichung zwischen 
den drei veränderlichen Coordinaten eines Punctes; und eine Gleichung zwischen 
£, v, Z, oder den Coordinaten eines Punctes, gehört im Allgemeinen irgend 


einer krummen Oberfläche zu. 
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Wir folgern also hieraus, dafs alle geocentrischen Orte des Planeten sich 
auf ırgend einer krummen Oberfläche befinden. Wollte man also, als 
Hypothese, blofs die Gleichungen (1) aus 4, statt jener (Il) zur Bestimmung 
der geocentrischen Orte der Planeten gebrauchen, d. h., wollte man eine epi- 
cyklische Bewegung der wirklich Statt findenden, von der Erde aus gesehenen 
Bewegung des Planeten substituiren, so zeigen die vorhergehenden Betrachtun- 
gen, dafs eine solche Annahme unmöglich bestehen könnte. 

Die scheinbare Bewegung der Sonne aber liefse sich allenfalls durch eine 
epieyklische Bewegung ersetzen, denn geocentrisch bewegt sich die Sonne in 
einer Ellipse, und die Gleichung (&) aus 5 zeigt, dals, unter der dort angeführ- 
ten Bedingung, eine epicyklische Bewegung eine Ellipse hervorbringen kann. 

Diese Gleichung («) aus 5 ist aber unter der Bedingnils gefunden worden, 
wenn die Epicykeln in verschiedenen Ebenen liegen. Die Annahme der Alten 
aber, wie bereits erwähnt wurde, war, dals alle Epicykel sich in einer und der- 
selben Ebene befinden, und diese Annahme giebt, wie es aus Gleichung (3) in 5 
erhellt, einen Kreis; es konnte mithin die Hypothese der Alten nicht einmal dazu 


gebraucht werden, um sich die scheinbare Bewegung der Sonne zu erklären, 








a ee 


27. 
Ueber Gaufs neue Methode, die Werthe der Integrale 
näherungsweise zu finden. 


(Von Herrn Prof. Dr. (. G. J. Jacobi.) 





1. 


I. den Principüs von Newton liest man eine Methode, wie man durch eine 
Anzahl gegebener Puncte eine parabolische Curve legen könne. Diese Aufgabe 


erscheint analytisch als Interpolationsproblem, aus mehreren Gliedern einer 
Reihe das allgemeine zu finden. Es ıst der bekanntere Fall, wenn die Intervallen 
der Ordinaten der gegebenen Puncte gleich grols sind, oder analytisch ausge- 
drückt, wenn die Werthe des reihenden Elements, für welche auch die Werthe 
der entsprechenden Glieder der Reihe gegeben sind, eine arithmetische Progres- 
sion bilden. Aber der elegante, mit Unrecht weniger gekannte, Algorithmus, den 
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Newton giebt, erstreckt sich schon auf den allgemeineren Fall, wenn jene Inter- 
vallen der Ordinaten der gegebenen Puncte, oder jene Werthe des reihenden 
Elements irgend beliebige sind. Newton hat hiervon eine Anwendung auf die 
Quadraturen gemacht. Durch mehrere Puncte der zu quadrirenden Curve, für 
welche die Ordinaten berechnet worden sind, legt er die parabolische Curve, und 
deren Quadratur zwischen denselben Grenzen, zwischen denen die gegebene 
Curve quadrirt werden sollte, giebt einen Näherungswerth. 

Newton hat von jenem Interpolationsproblem und seiner Anwendung auf 
die Quadraturen ferner in einem Tractätchen gehandelt, welches Methodus Dif- 
ferentialis betitelt ıst, und zuerst der Amsterdamer *) Ausgabe seiner Principra, 
v. J. 1723, nebst anderen Abhandlungen angehängt gefunden wird. Hier rathet 
er unter andern, zum Behuf der leichteren Berechnung der Integrale, für jede 
Zahl der berechneten Ordinaten, deren Intervalle er gleich grofs annimmt, Tafeln 
anzufertigen, von denen er auch selbst einen Anfang giebt, welchen hernach 
Roger Cotes in seiner harmonia mensurarum fortgesetzt hat. 

Aber Gauls hat in den Göttinger Commentarien gezeigt, dafs man durch 
schickliche Wahl der Abscissen, für welche die Ordinaten berechnet werden, 
den Grad der Näherung auf das Doppelte treiben kann; und da solche Bestim- 
mung unabhängig von der Natur der zu quadrirenden Curve geschieht, so ist 
es möglich, auch nach der so vervollkommneten Methode Tafeln zu verferligen, 
yon denen auch Gauls eme Probe gegeben hat. Gaufs gelangt zu seinen 
Resultaten auf dem Wege einer schwierigen Induction, die durch die sogenannte 
Kistnersche Methode, wenn etwas für die Zahl n gilt, es auch für die Zahl 
n 4+ 1 zu erweisen, zur Allgemeinheit erhoben werden kann. Es ist also noch 
ein directer Beweis zu wünschen. Die grofse Einfachheit und Eleganz der 
Gaufsischen Resultate, läfst einen einfachen Weg vermuthen. Auf einem sol- 
chen einfachen und directen Wege zu jenen Resultaten zu gelangen, mit denen 
Gaufs die Wissenschaft bereichert hat, ist der Zweck dieser Abhandlung. 

2. 

Es sey das Integral /ydx zwischen den Grenzen a=0 und z=1 zu 

nehmen. Andere Grenzen werden leicht auf diese zurückgeführt. Es seyen. 





*) Von dieser Ausgabe ist die Curiosität zu erzählen, dafs sie auf Kosten des berühm- 
ten Philologen Richard Bentley veranstaltet worden ist, der in seinen englischen und latei- 
nischen Predigten oft die Principia seines genauen Freundes Newton anpries, als ein Bollwerk 


gegen die Irreligiosität, und eine Offenbarung der Grölse Gottes. 
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ferner die Werthe von x, für welche y bekannt ist, a‘, a”, a, ...... ‚am, so 
dals, wenn man y= f(x) setzt, die entsprechenden Werthe von y werden: 
Ja), Ska), Sa"), ......, f(a®). Man bilde das Product (= — a‘) (x — a”) 
(ee Yrrien (= — a”), und nenne es (:r), so hat man, wenn y = f(x) 
eine ganze rationale Function vom (r — 1) Grade ist, durch Zerfällung in 
Partialbrüche: 

fe) __ So) ,__ Sta fe) .,.0,,1: Je) 
(a) p (a) —a) y’la)w— ar p (la Ya— a) 7 la) — u)’ 
dp) 
de’ 


Vermittelst dieser Formel findet man, durch Multiplication mit px, sogleich y 














wo wir mit (a) den Werth von y’ (2) = für x = a”, bezeichnen. 


aus den speciellen Werthen für 2=a, a =ua", 2=u'", ......: = u 
Uebersteigt aber y den (n — 1)'“" Grad, so giebt der Ausdruck zur rechten Seite 
des Gleichheitszeichens, welchen wir G nennen wollen, nur den ächten Bruch, 
Je @) re. steckt; 
ist, und man /(a) = v PR p(z) P wo U höchstens vom (n—1)'", Y/ vom 


der in dem unächten so dafs, wenn f(x) z. B. vom (n+p)'" Grade 





7 
p“” Grade it, G = e PACDIR +-/=G-+Y. Entwickeltman G und 
ya)’ ya) = p(@) ie 
den Bruch fa) nach den absteigenden Potenzen von x, so enthält G = —— 
p(«) (x) 


die negativen, / die positiven Potenzen von x, die sich in der Entwickelung 


von se 5 befinden. Setzt man daher f(x) = 


2 > 
a+adzstratz +... + a" NEN... ra" Fu. Ss. W., 











1 A 4" gu ag (n+1) 
und ten te te + —— - tus w., 
"TC 2 re 
so findet man v-. 
aA + Ar A) Ha? AH Mc ANH...... 


+ a“ - Aa n—1 + 4": 2. A .+ A") + u. Ss. W. 


3. 
Newton’s Näherungsmethode besteht darin: statt y = /(x) die Function 
U=G.y(x) zu substituiren. Der Fehler oder die Differenz der Integrale der 
gegebenen und substituirten Function wird dann A = 
JSyde— J[Uda=/y(a) V da. 
Es wird jetzt die Aufgabe gestellt, die Grölsen a’, a”, a’, ...... al) 
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so zu bestimmen, dafs der Fehler A möglichst gering, oder die Näherung mög- 
lichst genau werde. In den Fällen, wo die Näherungsmethode mit Glück ange- 
wendet werden soll, müssen die Coefficienten der für y gesetzten Reihe rasch 
abnehmen. Je mehr daher von den ersten Co£fficienten dieser Reihe, welche 
die hauptsächlichsten sind, in dem Ausdruck für den Fehler A verschwinden, 
desto kleiner wird er im Allgemeinen, und desto gröfser die Näherung. Da nun 


schon, was auch die Grölsen, a’, a”, a", ...... ,‚ a" waren, im Ausdrucke 
fürA=/y(a).Y da, wie aus dem für /” gefundenen Ausdrucke erhellt, die 
Coefhcienten a, a’, a”, ...... ‚ @"”" nicht mehr vorkomınen, so wollen wir, 


vermittelst schicklicher Bestimmung jener Gröfsen, auch noch die mit a®, a®*"), 
N , a®*=®, behafteten Glieder verschwinden machen, wodurch ein doppel- 
ter Grad der Näherung erreicht wird. Es wird dieses immer möglich seyn, da 
die Zahl der willkürlichen Gröfsen und der zu erfüllenden Bedingungen dieselbe 
ist. Man sieht sogleich aus dem für 7 gefundenen Ausdruck, dafs hierzu eine 
solche Bestimmung von (a) erfordert wird, dafs die Ibgre: 

/Sy(a)da, Say(a)da, S[a’yla)de, ......, Sa"'yp(a)dz, 
zwischen den Grenzen z=0 und =1, allen) Bunden das Integral /y dx 
genommen werden soll, verschwinden. Diese Bestimmung ist jetzt die Aufgabe. 

4. 
Es läfst sich durch eine bekannte Reductionsformel das Integral [a”p (x) dx 
auf die vielfachen Integrale von (x) zurückführen. Man hat nemlich allgemein : 
Surd» =u/vda — /dufedx, 
Sdufedze =dufvdz —/[dufeda, 
SF ufodae=dufvdz — /[duf'vda, 


. 8: ee 2 2 2 9 23 BE 41 2 4 DB E- TDM EEITI EEE E S 


[du froedz = d"uf"Hode — partuptnds, 


. u 
wo man jede Formel aus der vorhergehenden erhält, indem man 77 statt z, und 
dx 


[vd statt » setzt. Hieraus folgt sogleich: 
Surd® = ufeda — dufeda+ duf oda — ..... (— 1)" d"uft'edx 
+ (— 1)"t' St ufrt'od w. 
Setzt man u=a", v=g(a), so erhält man hieraus: 
JS" g(a)da=a"/p(a) dz—m u ai p(z) da” +m(m— 1) ang pla)da 
ee (— 1)" m(m — 1) (m—2).......1f"*'p(a)da”*', 


Giebt man dem m nach einander die Werthe 0, 1, 2, 3, ...... ‚n—41, so 


erhält man: 
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S)sa)dz =/yla)dır, 


I 


Szy(a)do = afpla)de —Syla)da”, 
SS" y(a)dae = afg(a)de —2af’yla)da? + 2/ yla)da', 
Sx"" pa) dar" /[g (a) de—(n—1) a" "fpla)da-Hn—1)(n—2)2” "fg (a)da 

ern: (— 1)" (n—1)(n—2)...... 1" pla)dar. 
Diese Formeln sind bekannt. Man sicht aus ihnen, dals wenn /y(a)dx 
Say(a)da, S*y(a)da,......, Sa’"'pla)da, zwischen gewissen Grenzen 
verschwinden sollen, zwischen Zineilhein Grenzen par Sy(a)da, F’yla)dı“, 
[ae 7,” 7 ‚ ["g(ax)da" verschwinden müssen, und umgekehrt. 

5. 

Unsere Aufgabe ist also jetzt darauf zurückgeführt, die Function g(x) so 
zu bestimmen, dals ıhr 1“, 2%, 3%, ......, 72° Integral, zwischen den Grenzen 
z=0 ude= be Versc Aussen d. h., wenn man die aufeinanderfolgenden 
Integrale bis zum z2“® so bestimmt, dals sie für « = 0 verschwinden, so sollen 
sie auch für x = 1 verschwinden. 

Man setze /"y(a)dao" = n(x), die aufeinander folgenden Integrale so be- 
stimmt, dafs jedes für & = 0 verschwindet, so kann man jetzt die Aufgabe 
so ausdrücken, eine Function n(x) zu finden, die für e=0 und für = = t, 
zugleich mit ihrem 1, 29, 3, ......, (n — 1)” Differentiale verschwindet. 
Dieses erheischt, dafs die Function n(a') die Factoren x° und (x — 1)" habe, 
und umgekehrt, jede Function, die den Factor «" (x — 1)" hat, erfüllt die ver- 
langten Bedingungen. Es muls daher gesetzt werden n(x) = z"(z= — 1)"M. 
Da nun y(a) = (ve — a) (a — u) (va —a‘)...... (2 — a”), also eine ganze 
rationale Function von der “Ordnung ist, so ist n(@) = f"y(a) dx" eine ganze 
rationale Function von der 2" Ordnung, woraus folgt, dafs M für unsern Fall 


Md’a"(x — 1)" 





eine Constante ist. Auf diese Weise erhält man p (x) = 








dx" 
x I m + n" (nm .. 1)" nenn n ge (n — 2)? za=t 
2n 1.2.2n(2n—1) 1.2.3.2n(2n—1)(2n— 2) 


n(n—4A)(n—2)......1 
2n(2n —1)(2n—2)......(n+1)' 





EBEN RR 


1 
2n(2n—4)(2n—2).(m+1) 
Die Wurzeln der Gleichung g(z) = 0, Pr p(x) den eben gefundenen 


Ausdruck gesetzt, geben dann die Grölsen a’, a”, a’, ...... a") 
4 5 5 ,’ 





wu M = 


gesetzt worden ist. 


,‚ so bestimmt, 


1. 39 
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dafs der Grad der Näherung der möglichst gröfste sei. Da aus der Lehre von 

den Gleichungen bekannt ıst, dals wenn die Wurzeln einer Gleichung n (x) = 0 

d”n (a‘) 
d ce" 


zwischen den \WVurzeln jener Gleichung liegen, so folgt hieraus, da die Wurzeln 


alle reel sind, auch alle Wurzeln einer Gleichung =( reel sind, und 


der Gleichung n(x) = 0, oder der Gleichung x" («u — 1)" = 0 alle reel sind, 
und zwar n von ihnen = 0, die anderen = 1, dafs auch die Wurzeln der 
Gleichung p (a) = 0, oder die Grölsen a’, a”, a”, ...... ‚a alle reel sind, 


nnd zwischen 0 und 1 liegen; wie es auch Gauls in den berechneten Beispielen 


gelunden hat. — 


6. 
In unserer, (S$ 4) gefundenen Formel: 
Surd® = ufeda@ — dufeda + Fufeda — ......(-1)"d"uftedx 
ce (— j PUR ted, 
sezeemaanm=n—41,u=7F,e=yg:r, so erhält man, da die r ersten Inte- 


grale von e = px zwischen den Grenzen x = 0 und x = 1 verschwinden, und 


4 ‚n , 5 1 n 
S"ylz) da" = ach 








2n(2n —1)...... (n + 1)’ 
— /[o(&)VF dx = 6: _ (y" n ET 
TER 2n(2n—1)(2n—2)....(n+ 17/* er. e., 


welches Integral zwischen den Grenzen @ = 0 und & = 1 zu nehmen ist. 
Man setze ferner in der angeführten Formel u = t"*', und es verschwinde 
r i du Fu du d” u 
l für: = /, so wird auch U, Km ja? Je’ en jr Jam’ 
schwinden. Es seyen ferner die Integrale fd, Seda’, [ vda, EBEN Lu v7 ana 
so genommen, dals sie insgesammt für x = 0 verschwinden; so verschwinden 
ufodz, dufedz, duf' oda, ...... ‚ d"uf"*eda, zwischen den Grenzen 
x=0 und z=/. Man erhält demnach, zwischen den Grenzen = 0 und © =] 


J[urdce = ft oda = (— 1) (HR Pt ode. 


für =/, ver- 





i LA ö 

Setzt man jezt =1l—a, /=1,m=n—Äl vo=.« ‚ so erhält man 
J : da" t 

zwischen den Grenzen z=0 und = 1: 

s er ) ud ie 

/d— a)" a" ==1.2.3.....n [fr a? — dat =1.2.3...nf Ha" DIV d«. 





da""' 


da“ 
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Man erhält auf diese Weise: 

a n 
ua I... 59/ 
wo die auf einander folgenden Integrale so zu nehmen sind, dafs sie für x = 0 





A= tg lrde, 


verschwinden, und, nach beendigter Integration, © = 1 zu setzen ist. Unter die- 


ser Form ist der Fehler A am leichtesten zu berechnen. 





7 
Vermöge des ($ 2) findet man %. Ar 
d da" 
a’ n(n-A)(n-2)......14 
tat” ((n +1)n(n-1)...... 2ds+n (2-1)(n-2)....14") 
tat" (em +2) (n+I)n......542°’+(n+1)n (n-1)....24r +(n-1)(n-2)....1.4”) 
+a" +» ((n+5) (a+2)(n+1)....4M2°+n+2) (n+1)n.... 342 +(n+1)a(n-1)....2.4%r 
+n(n-1)(m-2)...... 14” 
u. Ss. W. 


Hieraus ergiebt sch A= 


PP FL SLARDE \ A + 4) + 
2n+ 





(2n+2) (n+1)?(n+2)? Y (n +1)? u 7 
" 1.2. (nr2)On+3) PT FT u. +4“) + 


41°, 2... 2 2 2 2 rn} 
- 4 an+yf (R+1)’(n+2)’(n+3) ‚,._(n+1)’(n+2)° _, 
Ran) entl) a 1.2.3.0 )amrs)anıı) "1.2.0nR)anp)“ 


Fi: 34444”) 


2n+2 


u. S. W. 











Diese ersten Glieder des Fehlers A können zur Correctur dienen. Die Gröfsen 
A’, A", A", A” u. s. w. bilden eine wiederkehrende Reihe, da sie aus der 
1 

















Entwickelung des Bruchs — 
pw) 
1 . 
nn na, mln-I” ms nlm-1)(n-2) u n nal(n-1) (n-2).... 1 
iq 4.2.2n(2n-1) 1.2.3. 2n(2n-1)QOn2)" tl) 2n(2n-1)(2n-2)....(n+1) 


entstanden sind, welche wir ($ 2) 


4’ qua gu Ar 
— + nF + „nr + Zu#3 + u. s. W. 





gesetzt hatten. Sie werden durch die Gleichungen gefunden: 
39* 
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E74 
n” 
() eds AS' Per PEE u 
In 
n" (n — 1)* n“ 
0= 4 _ Ryan 
1.2.2n(2n— 1) 2n 
12 2 2 
BE — 4) (n — 2) A Kenn. (n- > y gu _ gr 
1.2.3.2n(2n— 1)(2n — 2) 1.2.2n(2n — 1) In 
u. Ss. w. 


Diese Resultate stimmen genau ınit den von Gaufs gefundenen überein. — 





28. 
Die unbestimmt scheinenden Werthe einiger Funetionen 
zu finden. 


(Von Herrn Louis Oliier,) 





\\ enn p und g beliebige Functionen von x sind, und es ist: 


ee 
so ist der Werth von z, welcher, wenn p und 7 für irgend einen Werth von 
x beide zugleich verschwinden, unbestimmt zu seyn scheint, bekanntlich gleich 


dp 


or sofern die Differentiale nicht unendlich, und nicht etwa ebenfalls Null sind. 


dq 


Man kann den Fall, wenn p und g für irgend einen Werth von x beide 
zugleich unendlich sind, in welchem Falle der Werth von z won unbe- 


) 1 
stimmt zu seyn scheint, auf den vorigen bringen. Es ıst nemlich —- :-, und 
1 P 
in diesem Bruche sind — und — beide zugleich Null, wenn p und y beide zu- 
q p 


gleich unendlich sind. Der Werth von x ist also = d ( -) : d & )= — T: 


fs I in 
y ‘dp’ das heifst: es ist g dp’ wenn p2 und 7 beide zugleich, 


] l 
= 
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für irgend einen Werth von x unendlich sind. Daraus folgt: 


P_ dp __ 
g dy 
d 
Also ıst z= Er für p und g9= Oo. 
dqg 
dp 7: ’ h 
Sind etwa ın dem Bruch dg’ Zähler und Nenner wieder beide ugleich 
( 
’ dp . h 
unendlich, so kann man mit dem Bruch ” von Neuem so verfahren, wie 
( 


vorhin mit &. 
7 
Es syzB.p=logxz,9=xz, so sind pundg beide unendlich, für 





log x 1. log x | | 
2= ©, also ist 2 = a = - = — =0, für2c m x. 
dx x oc 
Es eyp=a',g=xz, so sind p und g ebenfalls beide unendlich für 
’ , j a’ _ dla ; 
== &, insofern @ >14 ıst. Also ıst — . a = a loga= u” log an, 
x dx 
für = o. 
Von der Function 
z=p", 


deren Werth ebenfalls unbestimmt zu seyn scheint, wenn p= % und 9=0, oder 
wenn p=(0, g= %, oder wenn p= 1 und g= x ist, kann man den Werth 
iin unbestimmt scheinenden Falle mitHülfe desjenigen eines Bruches finden. Es 
‚ i | 

ist nemlich logz = g legp=logp : ;’ also 


(log p) : 


2 = € 


Ir 


Ist alop= ©, 9=0, so ıst der Bruch (log p) : () —— = also, dein Obigen 


zufolge, sein Wake ®; An u folglich: 
p gy  pdg 


in 
d 
z=e . . 
’ 1 — oO 
Itp=0, gy=n, so ist (og p): (7 ar ne also 


12) 
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r 1 
Ist p= I,g= nn, so ist der Bruch (log p) y () = -, also sein Werth = 


1 "dp : 
BIER. ARE Te, und wie vorhin: 


P q9 pag 
g?dp 
pd 
z=e 
1 . ’ 
Essey.Bp=a,9= —, 50 stp=Xn,g9=0, für=o, also ver- 
4 4 { N 
+ = =. z? 2 — 
. ” 0 
möge des ersten Falles, z= e = 


e =me =e=41. Also ıst: 
N 
z 


x” 1, fürz= oo. 
A 1 } 3 ’ 
Es seyp= log 2, q = pe so ıst 2 = X, q7 =(, für z ==, also wıe- 
derum vermöge des ersten Falles: 
N 


1 1 1 
”2 -z:lg2.7 1 r- = . 
z=e zu e” "67 me =e —=i 


Also Ist 
1 


(ga) mi, rs. 


Es sey p =-,9=27,0 stp=0,9=0,für=w. Also ist, 


vermöge des zweiten Falles, 


| = .. 
(-) =0, für =. 
T 
n dA z 3 
Essyp=1 +,9=nz,soltp= 1,9=0, fürr=x. Also 
ist, vermöge des dritten Falles, 
ne 


a ay\n 
— n?r?,— — :f1+- 4 4 na 
z* x r 
sı=Ee == e = ep 


Also ıst 


(i + -) | = e"? fürn. 
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29. 
Untersuchungen über die Reihe: 
? . — i — 1). — 2 
+22+- ee - 1,24" a n ren . rg "en 


(Von lerrn N. H. Abel.) 





1. 
Untersucht man das Raisonnement, dessen man sich gewöhnlich bedient, wo 
es sich um unendliche Reihen handelt, genauer, so wird man finden, dals es im 
Ganzen wenig befriedigend, und dals also die Zahl derjenigen Sätze von unend- 
lichen Reihen, die als streng begründet angesehen werden können, nur schr 
geringe ist. Man wendet gewöhnlich die Operationen der Analysıs auf die 
unendlichen Reihen eben so an, als wären die Reihen endlich. Dieses scheint 
mir ohne besonderen Beweis nicht erlaubt. Sind z. B. zwei Reihen mit einander 
zu multipliciren, so setzt man 
w„tu tu, tu +usw)(eo,te tete, +u sw.) 
=uer,t+t(ur tuer)t+ (ur, tue, + u,e,) + u. s. w. 
ec. tun true _, tur, +... tur) tus Ww. 
Diese Gleichung ist vollkommen richtig, wenn die beiden Reihen 
u, tu t+..... unde +r-+#+...... 

endlich sind. Sind sie aber unendlich, so müssen sie erstlich nothwendig con- 
vergiren, weil eine divergirende Reihe keine Sunıme hat, und dann muls auch 
die Reihe im zweiten Gliede ebenfalls convergiren. Nur mit dieser Einschrän- 
kung ist der obige Ausdruck richtig. Irre ich nicht, so ist diese Einschränkung 
bis jetzt nicht berücksichtigt worden. Es soll ın gegenwärtigem Aufsatze 
geschehen. Eben so sind eine Menge ähnlicher Operationen zu rechtfertigen 
nöthig, z. B. das gewöhliche Verfahren, eine Gröfse durch eine unendliche Reihe 
zu dividiren, eine unendliche Reihe zu einer Potenz zu erheben, den Logarithmus, 


den Sinus, Cosinus davon zu nehmen, u. s. w. 

Ein anderes Verfahren, welches man häufig in der Analysis antrifft, und 
welches nur zu oft auf Widersprüche führt, ist das: divergirende Reihen zur 
Berechnung numerischer Werthe von Reihen zu gebrauchen. Eine divergirende 
Reihe kann nie einer bestimmten Grölse gleich sein: sie ist blos ein Ausdruck, 
mit gewissen Eigenschaften, die sich auf die Operationen beziehen, denen die 








27.) Er ” . . m m.m- 
31% Abel, Untersuehungen Über die Reihe + 1“ + Kurui. 7 ER 





1.2 
Weihe unterworfen ist. Die divergirenden Reihen können zuweilen mit Nutzen 
als Symbole dienen, diese oder jene Sätze kürzer auszudrücken; aber ınan darf 
sie nie an die Stelle bestimmter Gröfsen setzen. Thut man es, so kann man 
beweisen, was man will: Unmöchliches sowohl als Mögliches. 


Eine der merkwürdigsten Reihen der algebraischen Analysıs 1st folgende: 








m  m{m—1) ,„, m.(m—i)(m—2\ , mn (m—1)....m—(n—1) 
— + ———-ı"r cc A, . x" 
Ir ’ { . 2 | . 2 . 3 + { . 2 er | 
u. Ss. W. 


Ist zm eine ganze, positive Zahl, so läfst sich die Summe dieser Reihe, 
welche in diesem Falle endlich ist, bekanntlich durch (1 + ©)” ausdrücken. Ist 
m keine ganze Zahl, so geht die Reihe in's Unendliche fort, und sie wird con- 
vergiren oder divergiren, je nachdem die Gröfsen m und » diese oder jene 


\Werthe haben. In diesem Falle setzt man nun ebenfalls die Gleichung 








m m. (m — 1 
Eee une en 
aber dann drückt die Gleichheit weiter nichts aus, als dafs die beiden Ausdrücke 
, 2 m n.(m—1) , 
a T En re A RER 


gewisse Kigenschaften gemein haben, von welchen, für gewisse Werthe von 
und &, die numerische Gleichheit der Ausdrücke abhängt. Man nimmt an, 
dafs die numerische Gleichheit immer Statt finden werde, wenn die Reihe con- 
vergent ist; dies ıst aber bis jetzt noch nicht bewiesen worden. Es sind selbst 
nicht alle Fälle untersucht worden, wo die Reihe convergent ist. Selbst wenn 
man die Existenz der obigen Gleichung voraussetzte, mülste dennoch der 
\Verth von (1 ++ ©)” gesucht werden; denn der Ausdruck hat im Allgemeinen 
unendlich viele verschiedene Werthe, während die Reihe {+ nz + u s. w. 
nur einen einzigen hat. 

Der Zweck dieser Abhandlung ist, die Ausfüllung einer Lücke zu versuchen, 
und zwar durch die vollständige Auflösung folgenden Problems: 

„Die Summe der Reihe 

m m (m—4) „ m(m—Ä) (m — 2) 
ir TaeT u ee | e” 


„für alle diejenigen reellen oder imaginairen Werthe von x und ra zu finden, 


& 
x + u.s. W 








„für welche die Reihe convergirt." 


11. 
Wir wollen zuerst einige nothwendige Sätze über die Reihen aufstellen. 
Die 
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1.2 


Die vortreffliche Schrift von Cauchy „Cours d’analy:se de l’Ccole pol) Zechrique”, 
welche von jedem Analysten gelesen werden sollte, der die Strenge bei mathe- 
matischen Untersuchungen liebt, wird uns dabei zum Leitfaden dienen. 
Erklärung. Eine beliebige Reihe 
GO PU WP rnrnn + (nm U. 8. W. 

soll convergent heilsen, wenn, für stets wachsende Werthe von zn, die Summe 
tv t:....t+ em sıch ımmerfort einer gewissen Gränze nähert. Diese 
Grenze soll Summe der Reihe heilsen. Im entgegengesetzten Falle soll die 
Reihe divergent heilsen, und hat alsdann keine Summe. Aus dieser Erklärung folgt, 
dals, wenn eine Reihe convergiren soll, es nothwendig und hinreichend sein wird, 


dafs, für stets wachsende Werthe von zn, die Summe ot 


r 
m+i1 n+n 


sich Null immerfort nähert, welchen \VYerth auch n haben mag. 
In irgend einer beliebigen Reihe wird also das allgemeine Glied «„ sich Null 
stets nähern *). 


Lehrsatz L Wenn man durch g,, @,, @, ---..- eine Reihe positiver 


.. . ® 0 .. n 
Gröfsen bezeichnet, und der Quotient "+ für stets wachsende Werthe von zn, 


m 
einer Grenze « sich nähert, die gröfser istals 1: so wird die Reihe 
&,0Q, r80e, +8,09, t::-.-... + &u Om + N N 


worin &„ eine Gröfse ıst, die für stets wachsende \Verthe von rrı, sich Null 


nichtnähert, nothwendig divergiren. 


Lehrsatz JI. WVenn in einer Reihe von positiven Gröfsen, wieg, + 9, 


hd Q .. 7 . 
#+0,::::::# Mm der Quotient +! für stets wachsende Werthe von zn, sich 
m 
einer Grenze « nähert, welche kleiner ist als 1, so wird die Reihe 
&9, rt 89, rt 8,0, tr... En 
worin &,, &,, €, u. s. w. Grölsen sind, die die Einheit nicht übersteigen, 


nothwendig convergiren. 
In der That kann man, der Voraussetzung zufolge, m immer grols genug 


annehmen, dafs Q, ,, <= a9,» Qnya < Ray Qagn — ARayn. 15. Ilieraus 
folgt 1 * a*.g, , und mithin 
n On 
tar tt On Om (A Hat....ta)< 





e. Der Kürze wegen soll in dieser Abbandlung unter » eine Grölse 


*) Anmerkung 


verstanden werden, die kleiner sein kann, als jede gegebene, noch so kleine Größe. 


I. 40 











m.m— 1 
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und folglich um so mehr 

te + +e mL 

m Oi m+1m$ı ZA m+n®m+n Au 


Da aber g,,, < «ge, und a < 1, so ist klar, dafs sich Q,, und folglich auch 


+k 

die Summe 
ln + ar ları Ter..t aynfayn 

Null nähern wird. 

Folglich ist die obige Reihe convergent. 

Lehrsatz 111. Bezeichnet man durch Z,, by 8b, 22220. 6m eine Reihe von 
beliebigen Grölsen, und die Grölsep =1, +1, +1, +... tl... ist 
stets kleiner als eine bestimmte Grölse d, so hat man 

r=et, tet t8t,t+:....: Emlm <zId.e 
wo €£,,&,,E, positive, abnehmende Grölsen bezeichnen. 


In der That ist 
L, — Po L —pP,5%,Po» L, pP, T7TPorWSW., 
also 

r=ep, te. —p)tEWP.—P)TF:------ FE. Pa-): 
oder auch 

r=p(,—E)tp, (e, — €) RENT +2_.(, —&_,) +p_:. 

Da aber EEE TE Vendne positiv sind, so ıst die Gröfse r offenbar kleiner 
als d.e. 

Erklärung. Eine Function f(x) soll stetige Function von x, zwi- 
schen den Grenzen @ = 0, @&=b heiflsen, wenn für einen beliebigen Werth 
von a, zwischen diesen Grenzen, die Grölse f(« — ß) sich für stets abnehmende 
\Werthe von 2, der Grenze f(x) nähert. 

Lehrsatz IV. Wenn die Reihe 

(a) =e trate, nr AA +." #+...... 
für einen gewissen Werth d von « convergirt, so wird sie auch für jeden klei- 
neren \Verth von a convergiren, und von der Art seyn, dals /(a« — 2), für 
stets abnehhmende Werthe von ‚2, sich der Grenze /(«a) nähert, vorausgesezi, 


dals a gleich oder kleiner ıst als d. 


Es sey 
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ax ® a n+1 
ab (a) = (7) "+ (5) m "HU S5W., 


folglich, vermöge des Lehrsatzes (IM.), x) (a) < (7) .p, wenn p die gröfste der 


Größsen 0", en IH on TH nr" FH md" tn. sw. bezeichnet. 
Mithin kann man für Jeden Werth von «, der gleich oder kleiner ist, als d, n 
grofs genug annehmen, dals 
ah (u) = w 

ist. Nun ist /(a) = $(a)+ıb(a), also /(a) —fla— P)=yla)—y(a—PB)+ w. 
Da nun Y(a) eine ganze Function von @ ıst, so kann man £ klein genug an- 
nehmen, dafs 

g(la)— ygla—P) = w; 
also ist auch auf gleiche Weise 

So) -Sıa-p)=w, 


wodurch der Lehrsatz bewiesen wird. 


Lehrsatz V. Es seı 
te österr,’ H+....Uusw., 


eine Reihe, in welcher e_, #,, e, continuirliche Functionen einer und derselben 


2 
veränderlichen Grölse x sind, zwischen den Grenzen = aund «=, so ist 
die Reihe 
fa)ze, trate,+t...., 
wo a, convergent und eine stetige Function von &, zwischen denselben Grenzen. 
Es ist schon bewiesen, dafs die Reihe /(#) convergirt. Dals die Function 


/(&) stetig ıst, läfst sich, wie folgt, beweisen. 


Fs seı 
terat...... +" —=yle), 
DT Mine = (a), 
so Ist 
S)=y(a) Ha). 
Da aber 


aN\N” amt! at: 
h) ! n+2 
ıb(a) = (5) m” + =) En Adi m 5) impö" tus w., 
so hat man, wenn man durch #(x) die gröfste unter den Grölsen 0,0", «, 6" 
nı 2 Ä “ a 
+ a , u + "myıÖ + ET u. 5. W. bezeichnel, vermoge des 
Lehrsatzes (I1.): 


Ahr) < (2) ur). 








ı.m— 1 
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ı? ..0o.°. 
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Hieraus folgt, dals man m grols genug nehmen kann, dafs (a) = w, und 
also ebenso 
/(&) = p(z) +w, 
wo w kleiner ist, als Jede angebbare Gröfse. 
Es ıst eben so 


Je —-)=ya—A)+w, 


Ja) -Se—-=ylo) —yla—P)+ m. 


Dein Ausdruck von p(®) zufolge ist aber klar, dafs man $ klein genug annehmen 


also 


kann, dals 


g(e) - ya—P)=w, und 


(x) — /(ı—P) za, 
Also ist die Funktion (a) steug *). 


Lehrsatz VI. Bezeichnet man durch g,,@,,@, u. s. w., 0, e',e!u.s.w. 


also ebenso 


die Zahlenwerthe der resp. Glieder zweier convergenten Reihen 
tote, 
e, + e = e 


2 


+....=p und 
Pe, 
so sind die Reihen 
0, +0, +e,+...... und 

Gt, +0+...... 
ebenfalls noch convergent, und auch die Reihe 

ner ar Po uun Fans 
deren allgemeines Glied 

entre. Ft Dr, 


und deren Summe 





*) Anmerkung. In der oben angeführten Schrift des Herrn Cauchy (Seite 131) findet 
man folgenden Lehrsatz: 

„vVenn die verschiedenen Glieder der Reihe 

ut, +tu+u,-+ ...... u s. w. 

„Funclionen einer und derselben veränderlichen Grölse sind, und zwar stetige Functionen, 
„in Beziehung auf diese Veränderliche, in der Nähe eines besonderen Werthes, für welchen 
„die Reihe convergirt, so ist auch die Summe s der Reihe, in der Nähe jenes besonderen 
„VVerthes, eine stetige Function von x.” 

ls scheint mir aber, dafs dieser Lehrsatz Ausnahmen leidet. So ist z. B. die Reihe 

sin® — sin 29? + # sin 39 — .......1.5 w. 

unstetig für jeden Werth (2m + 1)” von x, wo m eine ganze Zahl ıst. Bekanntlich giebt 


es eine Menge von Reihen mit ähnlichen Eigenschaften. 
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(te, tt... I) ten tet... ) 
ist, wird convergent seyn. 


Beweis. Setzt man 


File u en ER ‚te. 
Ban trtit:..... +), 


so sieht man leicht, dafs 
r, tr, tr,t--...- +r, =7.Pp.+ (». tr, mat ee +P.-, Kal (== 1) 


’ 1 ‘ 1 (2) 
rpm +p, at Toıre ia (= )) 


Setzt man nun 
0, te, tre,t+....=u 


te tet... u, 
so ıst klar, dafs, ohne Rücksicht auf das Zeichen, 
u tn tee tel) 
"<uUo@. Fa t------ +0,44) 


Da aber die Reihen 
1 t 1 
u, re, +e,+ ee ‚ut, trer+ e0.0% 
convergent sind, so werden sich die Gröfsen £ und 2’, für stets zunehmende 


Werthe von za, der Grenze Null nähern. Setzt man also in der Gleichung («) 


m unendlich grofs, so ist 

r, tr, tr, tr, tusw= (v, tr, tr, tus. w.) (v, + e + e, + 1.8 w.). 
Geselzt, t,, 2, 1, u. s W., I, tb, t, us W., seyen zwei Reihen positiver nnd 
negativer Grölsen, deren allgemeine Glieder sich der Null ohne Ende nähern, 
so folgt aus dem Lehrsatze (11.), dals die Reihen 

ı, rtita+ L,a" + u. s. w., 1, + RL + ta u. Ss. W., 

worin a eine Grölse bezeichnet, die kleiner ist als 1, convergent sein müssen. 
Es verhält sich eben so, wenn man jedem Gliede seinen Zahlenwerth giebt, also 


ist zufolge des vorhergehenden Lehrsatzes: 


(,+ta+t,+...... )E +rlarta’+...... )= 
Eure Het )at lt tt, tt) + us w. (L.) 
ER 7 + (nt F+ ba-ıt + im-elz tr... tt) Hu. SW. 


Nimmt man nun an, dals die drei Reihen 
i, ri, +t,rusw., 
WE +1, +usw und 
LEHE HL) + (N HL Ü + tt) +. sw. 








. 
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1.2 :?, ...0. . 


convergent sind, so findet man, vermöge des Lehrsatzes (IV.), wenn man in 
der Gleichung (5) « der Einheit sich nähern läfst: 
rt tr.) Er HUF... )= 
1 1 
er) FE HU HE) + us. W. 


IM. 


Wir wollen jetzt die gegebene Reihe 


DL HE 


4 
n Per nahe 





untersuchen. 
Bezeichnet man sie durch g(rn), und setzt man, der Kürze wegen, 1=m,, 








m.(m— 1 . m.(m—1)....(m— 
em, | »_ m, , und allgemein ( ).. (m EI u 
FE i RE u. 


so ıst: 
1. g(m)=m, + mx + m,a” + ma" + usw. 

Es kommt nun zunächst darauf an, die Werthe von zn und » zu finden, für 
welche die Reihe convergirt. 

Da die Gröfsen m und x im Allgemeinen auch imaginair seyn können, so sey 

z=a+bV—-1, m=k+kvV-1, 
wo a, b, k, k', reelle Grölsen sind. Substistuirt man diese \Verthe in den 
Ausdruck (1.), so nimmt derselbe folgende Form an: 
g(m)=p+qg v1, 

wo p und g Reihen sind, deren Glieder reelle Werthe haben. Man kann diese 
Reihen, wie folgt, finden: 

Es sey 


[53 5 


e 


2 2\ . 
(+b)=a,-=cosy, - =sing, 
a 


a 

& 

so ist 
z=a(opg+Y—1.singy), 


wo a und g zwei reelle Grölsen sind, und & aufserdem positiv ist. 


Setzt man eben so 


in a —— un 
ed — —=d,.(cosy +Y—1.sny,)= 











; 1 ro 
k+k V-1—-uau+1 
ML di : 


At na 


so findet man 





k — (ı. + 1 . k' a * k — AL + 1 Er 
(Ye) Yen ne nah 
Fu ( ht w RR cr ud, Auräi ud, 
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Setzt man in dem Ausdruck: 








che ie =6d, (cos y,#Y—1.sin Yu) 
aı nach und nach gleich 1, 2, 3,...... 41, so bekommt man «u Gleichungen, 
welche, Glied um Glied mit einander multiplicırt, 
_m(m—4A).(m—2)...... (m—urt)_ 
a WE \ Bo aha u 
Far RE d,lLes(y, ty, +... Yu) +Y—1.sin(ly#y,Ht-..... y.)l 


geben werden. 


Hieraus folgt, wenn man mit 
a = a" (osp+Y—1.siny)"= a" (cos up + VY—1.sin ug) 
multiplicirt: 


mama .d, .d,.d, cn. Ö,- [cos WwoprYy ty, te. ty) 
+YV—1.in(ug+yty.+:---- + v0] 
oder auch, wenn man der Kürze wegen, 
pR  Pope per dı,=h,, 
augtrytry,tYyt:------ Ya u selat: 


m,.at=\,.a* | cos utry—i.sine). 
Der Ausdruck (1.) geht dadurch in 
gm)=1+Na(oss, #y—i1.sine)+%,a (cose, #Y—1.sin #,) 


IL u . 
u BETZeRR + La (cos „+ Y—1.sin )ten: j 

oder ın 
Ä u - 1.48 | X 
yg(m)=1+ N @.cosb + A,a .005 0, Her... + Na . 005 4, FUu.sWw. 

+Y—1 Id, a . sın u. N, a”. sin I, tr... + \ar . sin tus. w.| L 
über; also ıst 

rn } y,.* af 
z p=1+Na.co6t+N,a .C0084, + ...... + A,a 0080, +... 
er - . - 2 . ,- 
g= ka.sne +N,a". sine, +... + hat SS u 


Nun behaupte ich, dafs diese Reihen divergiren oder convergiren, 
je nachdem «a gröfser oder kleiner als 1 ist. 


Aus dem Ausdruck für %, folgt A,,, = Önaı » Ayı 


y Bi __ 
also Na .& = 


alu, Nua”, und 


«ri 
- K+i 
er U ad 





[73 kr+ı" 








ZZ. 
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Es ıst aber 


Fe. ? k' 5 2 
= (CE + er: 


also wird sich d,, für stets wachsende Werthe von 4, der Grenze 1, und folglich 


K+t 
J [97 .. 4’ » . ». 
kr: . der Grenze « nähern. Mithin sind, vermöge des Lehrsatzes (l.) und 
or 


/ 





Nu 


(11.), ım vorhergehenden Paragraph, die Reihen p und q divergent oder 
convergent, je nachdem & grölser oder kleiner ist, als die Einheit. Mit 
der gegebenen Reihe (m) verhält es sich folglich eben so. 

Der Fall, wo & = 1 ıst, kommt weiter unten yor. 

Wenn die Reihe p(m), für jeden Werth von & convergirt, der kleiner 
ist als 1: so wird ihre Summe eine gewisse Function von m und x seyn. Man 
kann auf folgende Art eine Eigenschaft dieser Function aufstellen, welche dazu 
dienen kann, sie zu finden: 

Es ıst 

o(m)=m, tm x + m, x" + ...i..% mx" + u. s. w., 

ye)=nm, tnatna +.....+ na. +usw., 
won, den Werth von zn, , für zn = n, bezeichnet. Hieraus ergiebt sich nach 
Jem Lehrsatz WU: 

(rn) .p(n) = tt, + (tt! > tt,) + tt. + tt! + tt.) + u. Ss. w. 

ar + tt tt tr th) Fu sw, 
wet, =m.; („=n,x", sobald die Reihe im zweiten Gliede convergent 
ist. Substituirt man die Werthe von £, und £,, so erhält man 
g(m).p(n)= m,n, + (m,n, +m,n,)=-+(m,n,+m,n, +m,n)@”+...... 
+(mn, tmn. „tm mat. MN IE Re 

Nun ist, vermöge einer den Grölsen m, u. s. w. gemeinsamen Eigenschaft 

(m+tn,„=mn,tmn, ,tm,n,..t+......tm,n, 
wo (m-+n), den Werth von m, bezeichnet, wenn man darin m + n statt m 
setzt. Mithin erhält man durch Substitution : 
gm). glan)= (mn) +hm+n) cH+(m+n),a”+..... +(m+n), x” + u.s.w. 


Aber nach dem Vorhergehenden ist das zweite Glied dieser Gleichung eine con- 


vergente Reihe, und genau dasselbe wie g(m + n). Also ıst 
3.y(m).y(n)=y(m-+n). 
Diese Gleichung drückt eine Grund-Eigenschaft der Function y(rn) aus. 


Wir 








n.m— { 2 32] 
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Wir wollen jetzt aus derselben den Ausdruck der Function in endlicher Form, 
vermittelst Exponential-Grölsen, logarithmische und Kreis- Functionen, herleiten. 

Vie man oben sah, ist p(zn) von der Form p+y Y— 1, wo p und q stets 
reel, und Functionen der Gröfsen #, 4, @ und g sind, ndn =k-+ 4 v—1, 
v=ualosg+y—1.sing)ıst. Man selze 

P+gq v-i=rlossty—1.sın s), 

so findet man 
. I = sin s, 


- ==c08 5, -=s 


(p’ > 1‘) — r, 
wo r stets positiv und s eine reelle Grölse ıst. Man setze 
r=f(k,k), s=ıb(k,Kk), 
so ıst 
ptgyyv-tImgkrky—t)=Rk,k") [cos (A, k)+ V—1.sinh(k,h ')), 
Hieraus ergiebt sich, wenn man nach und nach Z/ und /, und 4 + / und 4 + / 
an die Stelle von k und X" setzt: 
gl +"yY—1) = /(4,F) (cos vi Hy—i.sin N), 
p (k +1+(k' HI )Y— 1) = f(k+1l,kK +T[). (cos IH LE +) 
+Y—1.sin (kr l,k' + )) 
Aber vermöge des Ausdrucks y(rm) . g(n) = y(m + n) ıst 
ph +14 HN VEN) EHE VENKGAHIVN), 

wenn mn mn =k+kV—i1,n=/!-+!' V—1 setzt. Folglich erhält man 
durch Substitution: | 

[SE+1K + Jon MELLE) HYV—I.sinvb(k Hk + N), 
= f(k,k').f(4, U) cos (Arch, KK) all, ")) +V—1. sin(1h(k, A) ill, "y\ | 


Diese Gleichung giebt, wenn man die reellen Glieder von den imaginairen 





absondert: 


SEHL KH) x sk), kl) = fl KR) SU ).cos bl k)Hal)), 


fhR+Lk +1) X sinab(k+1, k, +1) = f(k, k,).f(, 1). sin Nu kb A} 


Quadrirt und addırt man diese Gleichungen, so erhält man: 


(ih +/,k + n)): = (%, k').fda, ), 


und hieraus: 
1. 


5 








I ” 





” 

vr 
x 
Ir 
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Vermöge dieser bee IC Pi gehen die obigen in folgende über: 
‘ I « \_ 


csa(k+ LK +MN = cos al (k, k)tab(4, I)\ } | 
sind(k+Z,kK+T)= sin | b(k, Ei) Hr abll, r)} 


Diese Gleichungeı n greben 
5. HL KEHT)= 2m Hk, KK) + abl/, T), 
wo m eine ganze, positive oder negative Zahl ıst. 
Jetzt kommt es darauf an, aus den Gleichungen (4) und (5) die Functionen 
Js K') und (A, 4°) zu finden. 
Zuerst behaupte ich, dafs sie stetige Functionen von k und k*, zwischen 
beliebigen Grenzen dieser veränderlichen Grölsen, seyn werden. In der That 


sind » und z, nach dem Lehrsatze (V.), oflenbar stetige Functionen. Es ist aber 


et ’ a > ) 
Jkk)=p" tg): cos db(k, k = 5; sın ab(k, k)= = 7m, , 5; 
folglich ist /(k, k) eine stetige Funktion ; eben so cos al (k, /') und sin ah(k, k'). 
Daher kann man voraussetzen, dals es x (k, k") ebenfalls ist. \WVir wollen zuerst 
die Gleichung (5.) untersuchen. Da U (k, k') eine stetige Function ist, so muls 


zn für alle Werthe von %, k', /, 7 denselben Werth haben. Setzt man also nach 





und nach /=o,%k = 0, so erhält man 
l(k,k' + N)=2mr+ us(k, k') + (0, /"), 
IK +/)=2mr + rf(o, k)+al(2 tl"). 
Klıminirt man zwischen diesen Gleichungen und der Gleichung (5.) die beiden 
Grölsen a (A, &") und ab(/, 7), so findet man 
(HN) HUHN) = 2mn+.(o,k') +xb(o, )Hrrb(k+, +1), 
Der Kürze wegen sey 
Il (k, k+l)=;(k), 
u I2mm + xhb(o, k') + ıb(o, !)= a, 
so ıst 
7. ec A))+ı)=atek+N). 
Setzt man hierin nach und nach /=k, 2k...... ok, so erhält ıman 
2(k)=a+re(2k), 
(A) Ho(2kA)=a+ol3h), 
(A) +: EM) =atelil), 


u. EU 5 ri BE EEE DET 


«i) + ve — 1)/ = 1ı1-+ s(ok). 


Addırt man diese Gleichungen, so findet man 
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oh)=e—1)aHt v(ok). 
Hieraus folgt, wenn man k = 1 setzt, 
(0) = (+ _ a) +a, 
oder auch, wenn man #(1) — u = ec setzt, 
8. so)=c.o ta. 
Diesen Werth hat also die Function s(A), wenn k eine ganze Zahl ist. Aber 
die Function s(k) wird für alle Werthe von %k dieselbe Form haben, was sich 


leicht, wie folgt, beweisen lälst: 


r - y [3 A [3 . . 
Setzt man ın der Gleichung (7.)k = 4 wo 4. eine ganze Zahl ist, so ist 


u 
0. (7) = (ge —1)a + »(4u). Aber vermöge der Gleichung (8.) ist 
su) = c.uta. 


Mithin findet man, wenn man substituirt und durch g dividirt: 
«(<) =c.Ö ra 
q Q 

Die Gleichung (8.) findet daher für alle positiven und rationalen Werthe 

von g Statt. Gesetzt nun, /sey=—k, so geht die Gleichung (7.) in 
(kA) +e/—k)=ua+o(o) 
über. Hieraus folgt, wenn man k = 0 setzt: 
(0) = a, und folglich ( —k) = 2a — v(k). 
Ist aber k rational und positiv, so erhält man 
e(k)=c.k+a aloe -kAh)=—ck+a. 
Die Gleichung 
9, s(A)=c.ktau 

findet also allgemein für alle rationalen Werthe von k, und folglich, nach dem 
Lehrsatze (V.), für alle reellen Werthe von k, Statt. 

Nun ist e(k) = \b(k, k' HT) und a= 2m + rb(o, k') + ıhb(o, l‘): 
setzt man also ce = #(k', !'), so erhält man 

10. ak, KA Hl)= sk, F).k+2mrx + ıb(o, k') + ıl(o, t*). 
Hieraus ergiebt sich, wenn man k = 0 setzt, 

(ok Hl)=2maHnl'(o, k') + ıl(o, /'). 

Da diese Gleichung dieselbe Form hat, wie die Gleichung (7.), so wird sie 

aul dieselbe Weise: 
Ab(o,k)=Pß'.k' — 2mr 


geben, wo 8’ eine von k' unabhängige Grölse ist. 








m.m—i1 
—————————— 


1.2 
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Setzt man /" an die Stelle von k', so erhält man ab (0, !) = — 2mr + 37. 

Substituirt man diese Werthe von al(0,%') und a) (0, /') in die Gleichung ( 10.), 
so ergiebt sich 

Wk, H-T)=eolk',T).k+P'(k +1) — 2ma. 
Hieraus sieht man, dafs #(A", 2’) eine Function von k" + 7 ist. Bezeichnet man 
sie durch Z'(k" + 7), so ist 
AH) =FkHT).k+Plkk" HT) — 2m, 
und folglich, wenn man Z' = 0 setzt, 
ıb(k, k') = F(k').k+ B'k* — 2m. 
Erwägt man, dals 
ao, !)= Pl =2mr, 
so giebt die obige Gleichung 
F(k+l).k+2 (KH U) 2ma—=2mr+F(k').k+ß'k'—2ma+ Bl — mr, 
das heılst: 
F(k +) = F(k'). 
Setzt man also Ak’ = 0, so ist FÜ) = Flo)=P= F(k'). Der Werth von 
u (k, A’) geht also schlielslich ın 
11. ab (A, k)=P.k+ BP’. k' — 2mx 

über, wo 3 und 5° zwei Gonstanten sind. Dieser Werth von ab(k, k') wird in 
der That der Gleichung (5.) in seiner ganzen Allgemeinheit Genüge leisten, wie 


leicht zu sehen. 


Jetzt wollen wir die Gleichung 
SkLKEHT)=f(k,k').f(,T) 
untersuchen. Da /(k, k') immer eine positive Grölse ist, so kann man immer 
setzen: 
Sk,k) = eb), 
wo Fk, k') eine reelle, beständige Function von k und k' bedeutet. Substituirt 
man, und nimmt die Logarithmen der beiden Glieder, so findet man 


Fk+L,KE"+T)=F(k,k)+F(,?). 


Da diese Gleichung mit der Gleichung (5.) übereinstimmt, wenn man statt 


x, und 0 statt zn setzt, so giebt sie, vermöge der Gleichung (11.): 
12. F(k,A)=0.k+6'.Kk', 
wo d und d*, eben wie 3 und 3", zwei von k und 4" unabhängige Gröfsen sind. 
Die Function f(k, k') geht also ın 
- k Öl kt 
fl, Ky=e* + 
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. Mm 


über. Nachdem auf diese Weise die Functionen ab (k, k') und ab" (k, k*) 
gefunden worden, hat man, vermöge der Gleichung (3'.) 
. Er 44 arg! re >; . , 

13. g(k+k'Y—1)= et [cos (?k+ BR) HY—1.sin(dk + B" "1, 
worin noch die Grölsen d, d', a, 2", die nur Functionen von « und p seyn 
können, gefunden werden müssen. 

Es ıst 

y (k — k' Vo )=p+4yVY-— 1, 

wo p und 7 durch die Gleichungen (2.) gegeben sind. Sondert man die reellen 
Grölsen von den imaginairen ab, so ist: 

| Ba+orat OL R u Aa“ 

— .cos(2k+P’R)=1+% @cos8 +h,a cos, +... tN,@ .Ccost,+Uu.s.Ww. 
14 ı £ 2 2 12 12 ’ 
B eh+SötHU © at Jı . . - . . j 
le au sin(3k+3'k)= %asine, +1,a" SIN4, +. +, ar, sına, + u.5. W. 


Wir wollen nun zuerst den Fall betrachten, wo zn reell, d. h., wo A’ = 0 ist. 


Alsdann gehen die Ausdrücke (12.) in 








k k.(k—1 k(k-1).(k—2 
ee .CO$; PR=14+7 ‚acosp+- 7 — £ er cos2p+ n ' > Ä a cossp+u.s. w.=/la), 
k j k(k—1 . k.(h- 9 
Fu sin PR —.4SINnpr EN, sin 2yp+ - e (k= 3 2) sın Sp+Uu. Ss.W. =.(a) 


über, Um d und 2 zu finden, setze man k = 1, so erhält man: 


ö r Öö . ° 
e cosoß=1-+a cos ge smg=asing. 
Hieraus folgt: 
5 rn 
e =(1+20cosyp+ ua)‘, 
1+acosgy urn asın p 


a BE u > /» — 
co 2 = io, mm — 


(1 + 2a. cos y+ a)" (1 + 2a cos y-+ a)” 
& sin 
lang P=- z 
4 + a cos p 
Die letzte dieser Gleichungen giebt, wenn man durch .s den kleinsten aller Werthe 


" . . . r «E 
von 3 bezeichnet, welcher ıhr genug thut, und welcher immer zwischen — jr 











Tr 


und n liegen wird, 


P=s+t ur, 
wo u eine ganze positive oder negative Zahl ist. 
Daher gehen die Gleichungen (15.) ın 
(a) = e* cos k(s+ un) = e* . cos ks.. cos kunr—e*.sinks.sinh ur, 
4 sink(s+# um) = e” . sin ks. cos kunt e*.cosks.cos kur 


(a) = e 
über. Aus diesen Gleichungen folet: 








rü m.m— 1 „ 
n = Bde, 
- 


ea) .cos ks + e(a). sın ks), 
sın kun = e’(s(a) . cos ks + f(a) . sın ls). 


Aber nach dem Lehrsatz (IV.) sind #(@) und Ja) stetige Functionen von 


a, es müssen also cos kam und sin kur die nemlichen Werthe für alle 
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cos k um 


Werthe von « behalten. Daher ıst es, um sie zu finden, hinreichend, « einen | 
beliebigen Werth beizulegen. Es sey a gleich 0, so erhält man, wenn man 
erwägt, dafs alsdann e® = 1, fa) =1, d(a)=0,s= 0 akt: 
cos Akur=1, sn kun =0. 
Substituirt man diese WVerthe in die Ausdrücke von /(a@) und s(a), und erinnert 
sich, daß ® = (1 + 2a cos g + a°)* ist, so erhält man: 
k k 

[)=(1t+2acosp+ a’)” „cos ks; K(u)=(l +2acosp + a®)?. sin ks. 
Die Ausdrücke (15.) gehen also schlielslich über in: 








k.(k—1 k.(k—-1).k—2) , 
14T op at 0 2p + n x. 3 ) cos dp u. S. W. 
‚3 u r Ä 
i =e (1 +2acosg-+ a)" .cos ks, 
- k.(k— 1 k.(k—1).k—2) ,. 
. sin rt sın29+ _ 5 2: - # in 3p-#+ u.s. Ww. 
k 


= (1+2acosp + u”). sın ks, 


2) T TT .. ” . [2 
wo s eine zwischen — - und + = enthaltene Gröfse ıst, welche der Gleichung 





a.sın p 
tane s= EB 
, 1+acosg 
oennethut. 
r n | | h | 

Die Ausdrücke (106.) sind zuerst von Gauchy in der oben angeführten Schrift 
aufgestellt worden. 

Die Gröfse «@ ist hier kleiner als { angenommen. Weiter unten wird sich 
zeigen, dafs auch @ = 1 seyn kann, wenn die Grölse k einen angemessenen 
eigen, | 
\Verth bekommt. 

dem Vorherzehenden haben wir die Grölsen d und 3 gefunden. Jetzt 
In den 2 EB 
N r ı .. 
linden lassen. Setzt man zu dem Ende ın (15.)k=0 und k' = n, so erhält man 


ln #58 \ 
e . COS (,? nl) 


i+ h a cos # + N, % cos 9, + u. Ss. w., 


In 


. ! 
e „sm (2 rn) 


I 


a ‚ - 2 . 
„,asına Aa sn, + u. s. w., 


wo 
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Am .d,.d,.... In, =zugry try tr: +Y, 


ist, und d,, und y, durch die Gleichungen 


— i — 
= (> +). cos y —T 4 sın den 


kb Ak 








bestimmt sind. 


Aus diesen Gleichungen ergeben sich folgende: 














61 ‚t p je 
e ".cos (An) — 1 \, N, ge 
= u I > _ 27 AS „Zumal Sue > 70 ME RR 
n n n . 
51 . ryi - “ 
e ".sın (An) h ’ 5. 
n = —.asnda 7a sn, + ...... 
17) n n . 
Man hat aber, unter der Voraussetzung, dafs n positiv ist: A, =6d, =n, 
en . 
r . ie. WR —— E > 
also = Ö, ‚ d, ER Öus folglich 
n 
ö’n 2) 
re . cos (’n) — 1 . i 
Be, = ua cos + d,a cos 0, +6. d,u cost, tr ...... ’ 
n ö 
6° . ı 
e ”".smin ’ Dir u 
_ =asıne +6,a sın os, + d.d,a sn, ...... 
n u 


Diese Reihen convergiren für jeden Werth von zn, Null mitbegriffen, wie 
aus dem Lehrsatze (11.) leicht zu sehen. Läfst man daher z sich der Grenze 
Null nähern, und erwägt, dafs die Reihen, nach den Lehrsatze (V.), stetige Fun- 


etionen sind, so erhält man 








Y 2 3 
d‘=wcos, +6,.a cose, + d,.dia cose + ...... ' 
r . k 2 . \ 6) ® 
P=usme +d,.a sne +d.da na, + ...... ’ 
im Sayı . ) 
r BET OEL ERN he S. .cos (}" n) — 1 e "mn (ldn) 
wo. d’ und 5" die Grenzen der Grölsen — — und _— 
n n 


sind. 0" u ıst die Grenze von #4, und "4 diejenige von du. Nun ist, zufolge 


v— 1 2 
( — also cos Yu = — 1: sın Yu “= 08 
AL ‘ 





des Ausdrucks von du, du = 


(wenn «> 1), folglich: 
cos (9,) = cos ugty,t+Y, +: Yu) 


— sin (ug) . (— 1)", 


. . w 
sin (6,)= sn (ug +y, ty, :--:-. Yu) = — c05 (up). (— 1); 
wenn man erwägt, dafs zufolge der Gleichung 


n V- i == d (cos ff + Fon # sın yo) 











m.m— | 


——— ı- 


are 
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sy, uny mi ist. Folglich werden die Werthe von 3" und 6° ful- 


gende seyn: 


P'=— (a. cos g — 3a" cos 2p+4a' cos IP —...... ), | 
5 2 - “ 3 5 ‘ 
d=+(u.sin g—3a sm 2g+4a sn 3 —...... ). 


Auf diese Weise sind nun die Gröfsen 2° und d" durch unendliche Reihen 
gefunden. Man kann sıe aber auch ın endlicher Gestalt ausdrücken. Denn aus 


den Gleichungen (15.) folgt 














5A > 
e" .cosßk —1A k—1l , f (k—1)(k—2) , 
En — . ‘ SEIEENU . 7 \ = ” ‘ 
7, ee cos2g+ a Tre a cosödp-Ht...., 
e*. sin $k kl... (k-1)(k—2) ,. . 
— amp za sn 2g+ 1 s — a SUMIDH.... 
ı um . _ . 
Hieraus folet, wenn man A sich Null nähern läfst: 
2 3 
I sie . ER a we BEN 
A ' =z=acosg— p2 cos zgp + FYası Ip — u. S. W. 
r ‘ 2 3 
l2_, ü Eh a. 
2P=asın 2 — 57 sn 29 + zn ISg—u.$5W., 


folglich 
B=e+rd,d‘=—3R 
Die Ausdrücke (14.) gehen also in 
M+tr,acose, +h,a” c0s6,+....+r,a" cos, +....=e PR cos (Ak+6dk)=p, 
em U nasına +%,a sind, +....+%,@" sin EV a sin (Ak+dk')=y, 





' a sın 
über, wo d = 3 log ({+2acospg+ a‘), } = Arc. tang iz T -): und 
k @ COS (pP 


da nun die Summe der gegebenen Reihe=p +9 YV— 1 ist, so hat man 
m m.m—|1 , m.(m—1)...... (m— ur1) u 
i+#-.23$# = — dp screen + — a 
1 w—r B:: 0: A Au 
a | cos (3k+6 k)+ Y—1.sin (Pk +) k')}- 
Nun stm =k+kVY— 1,2 =a(og+ v—1.sin gJ)=u+ IV —i, 


aloa—=Ya+rb’, acsoyg=a,asng=b, 











” ‚ e} 2 N b 
6 =: log (1 +2a+ta+ b’) = h log (( + a) + 5°), pP= Arc. tang (— 
vw | ta 


Substituirt man, und setzi m statt /%, und r statt k', so verwandelt sich der obige 


Ausdruck ın: 


12 








[2r7 
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EL m IR JEDE EPEN NEBEN BEER 











1 
ER. hesbE man TuLDl SEES Are (at syZ han. 
1 -A+ny -1)(m-2 I For 
De N Ayers. 





= ((1+a)*+3°)7.e .n ih lt Arc. tang( +7 -)* {nlog((1+0)° +b° )) 
+y-1 1» u(n Arc. tang = rw -) +: zn log (a +0)? »))| 


Dieser Ausdruck findet, wie wir sahen, ebensowohl als (18.), für jeden Werth 
vona=Ya?’+b*, der kleiner als 1 ist, Statt. 





Setztman .B.d=0,r=DV, so hat man den Ausdruck 





41 ne — 1) 
20. e a + ala =(1+u)", 
von welchem wir weiter unten Gebrauch machen werden. 

IV. 


In dem Vorhergehenden wurde die Summe der gegebenen Reihe für die 
Fälle, wenn a=Va?+6° kleiner als 1 ist, gefunden. Es bleibt noch der 
Fall zu untersuchen übrig, wenn jene Grölse gleich 1 ist. 

Aus dem Lehrsatze (IV.) folgte, dals, wenn man a der Grenze 1 unendlich 
sich nähern lälst, die Reihe 

Ai af 55 ca Wiener 

zu gleicher Zeit der Grenze #6, +0, +, + ...... sich nähert, sobald nur die 
letztere Reihe convergent ist. Lälst man daher in den Ausdrücken a der Einheit 
sich nähern, so hat man: 

+4 cose N, cost, +.. Au Sy t.... = e® — .cos(ß,k+6,k*') 

- +N, sınd, +, sine, +.. Bi SIn du +.. ale Msin(ß k+6 k'), 
wo 6, und ß, die Grenzen der Größen 0) und 3 sind, vorausgesetzt, dafs ie . 
den Gleichungen enthaltenen Reihen convergiren. 

Es ist aber klar, dafs 3 log (2 + 2 cos p) die Grenze von d, nnd 
Arc. tang. MF_ = Arc. tang s ann : 9. an ? 

1+cosg 2.(sn5 9) 
Grenze von ist, folglich ıst 
22. d=;5 log (2+2cosy), P,= Are. tang (tang 3). 











= Arc. tang (tang 3%) die 


a iu ie 


Es bleibt also nur zu untersuchen übel, ; ın welchen Fällen die Reihen con- 


vergent sind. Zu dem Ende wollen wır drei Fälle unterscheiden: wenn k= — 1 
1. 42 
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ist, oder zwischen — 4 und — % liegt; wenn r zwischen 0 und + % liegt, und 
wenn k zwischen 0 und — 1 eingeschlossen ist. 
Erster Fall, wenn k=—1 ist, oder zwischen —-iund— % liegt. 
Es ıst | 


9.= (=) +) 


Setztman asok= —i1—n, so ist 


2 .- 3 1 
n + A k 2 
(+) 
A Au 
Hieraus ist zu sehen, dafs d, immer BE: ist, als 1 


Man hat aber OR ed Grin Os 


Werthe von 4, nicht gegen 0 hin convergiren, und folglich ii die Reihen (21.), 








also wird N, ‚ für stets wachsende 


vermöge des Lehrsatzes (1.), divergent. 
Zweıter Fall, wenn k positiv ıst. 
Geselzt, c sei eine positive Grölse, kleiner als k, so hat man 
(u—k—1+.’ = (u—k—1)’+2c(u—k—1)+eH, 
also 
(vu—k—1)’ + kt =(u—k—1+r 0) +" — —2(u—k—1). 


Setzt man 
au>k+l—i5cH—, 


so folgt, dals zugleich A — 0? — 2c (u — k — 1) negativ, und folglich 
(a—k—1)”’ +” <(u— k—1+0), d.h. 
ee, ee 
m m 


, ä a 1 
ist. Setzt man in der Gleichung (20)a=-— 








m=—n, so ıst 


’ 


rn 
+3) ee 3 











Au Ur u 
NT RBB... n.(n+ 1) hr 1 P)rusw 
AL :; 3 u” JA 


Daher ist, wenn man rn =1-+k — c setzt, wie leicht zu sehen, 


(4 ug u 
4 uw 





folglich 


1+A-c L* 
f AL t 
| ) ‚wo 4 > k+1—:c+ 2. (== 0), 
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also 
1r4-c 
+u 
Öö <( ° ) oO ıst. 
ori Q + rn + f ’ Ww l ca 15 
Setzt man, der Reihe nach, # = 0, 1,2, 3...... 4, und multiplicirt die Resultate 


mit einander, so erhält man; 





( o+1 1+i-c 
g —yrrY4T, : 





o+1 


also, daA,,. =6..6.6...... Öö h “0 AESRREEr ö ( 
u ur? Dt Sue aut+g’ “ur+o 1 o+au+ 1. 


2 Q 


folglich, wenn man u. —=0,1,2,....... 41 setzt, 


N . 14A-e 1 
th te... +Nhru<I,.G, PRORT d,:@+1) PFyy, 











1 1 
+ Parse + | 
rat e@e+u+ Sr | 


Setzt man aber in dem Ausdruck (20) a = — 





hat man 
( 1 Y 14 ke (ke )(k—c+1) 
e+ uri Lo eturi 1.2.@+ ua-+ 1) 
folglich ist, wenn man sich erinnert, dals k > e: 
o+ 4 u k—c 

( ) >1+ a 

ot ur1 et u+r1 
Daraus folgt, wenu man mit (k — ec) (+ u + 1)*°° dividirt: 


+ u. Ss. W., 


























N t N n 
— « ui — 1. 
(or au + A)tt4e rar Dee ++ | 











Dieses giebt, wenn man u =0,1,2...... a selzt, und addırt: 
1 { 1 
at am te + .. 
(+1) (+2) + u-+ 1) 
1 1 1 1 1 








Te nn 


— -” 
k-elde Qrarıyel Re gie 
Hieraus folgt, dafs 
(+ yrr 
"(k— e) er 
welchen Werth auch «ı haben mag. Daher wird die Reihe 1%, +, +N, +... ., 


deren Glieder sämmtlich positiv sind, convergiren, und folglich werden auch 





En EUR BERERRE HA <I GG een ö 


die Reihen 


42 
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{-+\,cose, HN, cos in ERREREE. =u Up Sl tr... 
sn, HA, Mm, he... A, sin u... , 


nach dem Lehrsatze (IL), convergent seyn. 
Dritter Fall, wenn % gleich 0 ist, oder zwischen Null und 
— 1 liegt. 


In diesem Falle werden die obigen Reihen convergent seyn, für jeden 





Werth von k, so lange nicht = (2n + 1) ist. 

Dieses lälst sich, wie folgt, zeigen: 

Es sın=k-+k' Vf, x == cos or+V-—1. sing, undi+m, 
+m,.°+m,& + ...... + m, x" = p.. Durch Multiplication mit 1+ x 
erhält man 
1+(m +1) + (m, +m )a’+ (m, + m ,)ao +....+ (m + n,_ utm, c*"=p (1 +2). 


Wie bekannt, ıst aber 


mn +t1=(m+1),m,+m = (m+1), ...... m tn_,=(mn+1)_, 
also, wenn man substituirt: 
1+(m+1) 2 +(m+1),2° +... +(n +1), "= —m a. t"+p(1+e). 


Setzt man nun =, so ist das erste Glied dieser Gleichung, nach dem vorher- 
gehenden Falle, eine convergente Reihe. Bezeichnet man sie durch s, so ist 
s=p(1+a)—m, [cs (n+1)p+ Vv—1.sin(n+ 1) g], 
wo n unendlich grols ıst. Nun läfst sich, wie in dem zweiten Falle, beweisen, 

dals m, = 0 ist, fürn = ©. Man hat also 
s=p(l+2),,wp=1+ mx+ m,x” + u. s. w. ın inf. 
Diese Gleichung giebt, wenn nicht +1 = 0: 


Ss 
-- “ 
7 1x 


Die Reihe ? ist also alsdann convergent, und mithin sind es auch die obigen 
Reihen. 

It=-++1=0, so ıst 

1+cspg+V—1.sng=0, asosnp=0,1+cospg=(, 
d.h,p= (2n+1)r, wo n eine ganze, positive oder negative Zahl ist. Folglich 
sind die in Rede stehenden Reihen, für jeden Werth von k zwischen 0 und — 1, 





convergent, so lange nicht = (2n + 1). 
Itp = (2n+1)r: so sind die Reihen nothwendig divergent, 


denn wären sie alsdann convergent, so hätten sie zur Summe die Grenzen der 


Functionen 
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.., [cos (kö, + k'd) + YV—1.sin (kd, + k')], 
wenn man « gegen Null hin convergiren lälst, und = (2n + 1)x setzt: 
Es ıst aber: 


ds=;log(1+2acosp+ta‘), d,= arc. tang ( 





asın @ 
{+ cos =) 
folglich fürg = ?2nt + 1, 
ö= log (1 — a), d =0. 

Die in Rede stehende Function geht also in 

(1 — a)‘ | cos (k log (1— )) +V-—1.sin (k log (1 — «)) | 
über. Da aber k=0 oder negativ ist, so ıst klar, dals diese Function, wenn 
man a sich O0 nähern lälst, keine endliche und bestimmte Grenze hat. Die 
Reihen sind also divergent. 

Aus dem Vorhergehenden folgt also, dafs die Reihen (21.) für jeden 
Werth von g Statt finden, wenn k positiv ist, und für jeden Werth von 
p, für welchen nicht sin 3p Null ist, wenn k& zwischen — 1 und + 0 liegt, 
was sonst auch der Werth von k' seyn mag. In jedem anderen Falle sind die 
Reihen divergent. In dem Falle, welchen wir untersuchen, geht die allgemeine 
Reihe (19.), wenn man #’ + a’ =1,d.h.d=vY1-— a? setzt, über in: 














| m+nV —1 m-+nY —1)(m—1-HnV —1 —— 
1+ (ar —1)+ + r — 2 ea +vV a’—1)’ 
Y—1)(m—1-HnV —1)(m—2-HnV —1 
kemel — = em ur (a+V a’ —1)’-Fu.s. w. 
u. = -nAÄrc ans / 12 
= (2+2a)?.e ta] cos (mArc ang) TZE +3 n1og o(2+ 2.u)) 





+VY—1.sin (m Arc. tang wi +3nlog(2 + 2) | 


Folgendes ist eine Uebersicht der bisherigen Resultate: 
I. Wenn die Reihe: 
+nV — m-+nY —1)(m—1+ 1 
Pin. > Kar DH ur nV — Ya +bV —1)° +1. 5. w. 











1 1 i 2 
u Mens tee) = KrihaYZ 27 HT + 


conver gi rt, so ist ihre Summe: 
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3 Hoher 


(U+o40).e in [- G Ah 3% zog (i+a'+5 )) 
+Y—1.sin (" Arc. tang (+: > = log (( +a) + »))| 


11. Die Reihe ıst convergent für jeden Werth von m und n, wenn die 
Gröfse V a’ + 6° kleiner ist als Eins. Ist Y a? + 5? der Einheit gleich, so ist 
die Reihe convergent für jeden WVerth von m, zwischen —1 und + &, insofern 





nicht zugleich © = — 1 ist. Ist a=— 1, so muls m positiv seyn. In jedem 
anderen Falle ist die gegebene Reihe divergen t. 
Als besondere Fälle mufs man unterscheiden 
A. Wennn=0. 
Alsdann ist: 


m. nn 





+ Ta +bV-N+ 


nn 
> e\Y f 
=((1+a)’+3°) . | (ir tangı—, 


Dieser Ausdruck giebt, wenn man @ = «a cos g und d =a sin g setzt, und die 


ES HBENF ER zung, >. 


DON 
AHV T. ‚sin (m. Arc. er A| 


“ 2 


DD 








(l/ 


reellen Glieder von den imaginairen absondert: 














1 = ® 

\1+F«cos el, °c0829+u.5.w.—(1+2xcos?+a°)” "cos mArc.tang «sin? 
er .2 \ l+2cos9/’ 
2 m i 

na sind ee, ? sin2?+u.s.w.—(1+2zcosP+a?) * sin(m Arc. tan) \. 

B Wemnmdb=D0. | 
In diesem Falle geht der allgemeine Ausdruck in folgenden über: 
mtnY—i (mn+nYV — 1) (m—A+nvV-— 1) 
+ n at 1 . a’ + 1. S. W. 

20. Mi 


= (1+a)”. [cos In log 1 +)] HVY—1.sin [a log (1 + a))| 
C. Wennn=0,b=0. 
Alsılann ıst: 








7 mn .(m—4 ».m.{m—i)(m—2 r 
27. I+7 .a+ . ir S X 5 ae = (1+a)”. 


Dieser Ausdruck findet für jeden Werth von zn Statt, wenn der Zahlenwerth 
von ca kleiner ist, als 1; ferner für jeden Werth von zn, zwischen —1 und-+ < 


wenn @= 4 ist, und für jeden positiven \Verth von zn, wenn a = — 1 ist. 


Fiir andere \Verthe von @ und m ıs! das erste Glied eine divergente heihe. 
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Setztman .B.a=-+1, a=— 1, so hat man 


2 — 1 
ci m..(m aan öi 








a Tai za 
n m.(m—1) we 
gi Si er Br. A 0 


Die erste Gleichung gilt für jeden Werth von ız, zwischen — 1 und + ©, und 
die zweite für jeden positiven Werth von m. 

D. wnnYa+b’=41(a=cosy,b=siny). 
Alsdann ıst 


nl 27 +V a’ 5 Dee +V a’—1)’+u.s.w. 








1-a 


1+a 


a 


ER 





cos 





28. (= (2 +20)?. I -+5log (2420) | 


+V—1.sin | . Arc. VE = - + = log 2+ - 


Setzt man hierin @= cos p, so erhält man: 
- -i 
1+ aus se fe (cos$+y - Tin Mens he Deeosap4y I 1-sin29)+ 























m 
AR = (2420050)? .erWooen). E [” (@— 7) 4 210g (242 cos e) | 
_— CE , 
Iy—1:-sin Ir@—-:9+35 0g +29] | 
. .. Em — (1 1—cosgp 
wenn man nemlich erwägt, dafs Arc. tang —— — Arc. tang 
Oo 1a I t+cosgp 


ar 7. 
— 1 — 1 . »1- . 1 r, rıc nn Bu MWarı 
— Arc.tang ;p=3p —g7, vorausgesetzt, dals zp zwischen gr— und gr + 5 liegt. 


E. Wem Ya +’ =41,a=coy,b=sing,n=0. 


In diesem Falle giebt der ar 


IH cosp + Y—1- sin) 7 Toy I. -sin29)+u.s.w. von =gr-] 
5) 2 pP 0) ._® ” 
—=(2--2cosP) en +Yy-—1: sun(=e)) bis ;=grt,,, 


oder, wenn man die reellen Theile von den imaginairen trennt: 





4 m 
1 oszpr usw -—(2+2c039)“ ” cosm(?-r) von? —gr-" 
3. 5 Fr " ” 
ET in 2otu.s.w. AR —(242c0sp)” ° sinm(%- er) bis = er}. 


1 1 ” 











n.m—i1 
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F. Wenna=0,d=tang 9. 


In diesem Falle erhält man, wenn p zwischen + 7 und — = liegt: 


ee, .tangp-Y- Rn aueet a En =) tangp- Y-1)° —+u.s.w 








32, 
— (cosp)".e""? | cos (m® —nlog cos p) R Y-1-sin (mp—n log cos ©] 


W. 

Es lassen sich aus den obigen Ausdrücken, durch schickliche Verwandlungen, 
noch eine Menge anderer ableiten, worunter sehr merkwürdige. Wir wollen 
einige davon entwickeln. Für das weitere Detail möge man die oben angeführte 
Schrift von Cauchy nachlesen 

A. 

Summirung der Reihen: 

a cos 2p + ta’ cos 3p — ......, 
« sin 2p-+4a’ sin I3Pp—...... 


a c05S P — 


LS u N 


a sın pp — 

Wenn a grölser als Eins ist, so sind diese Reihen, wie leicht zu sehen, 

divergent. Ist« kleiner als Eins, so sind sie, wie wir oben sahen, convergent, 

und ihre Summen sind die Gröfsen $ und d des ($. III.), d. h. es ist, wenn man 
für p und d ihre, durch die Gleichung (18.) gegebenen Werthe setzt: 


! log (1 +20 cosp+a)=acosp— za’ cos2p +4ua’ cos 3p — u. s. w., 
a sin p 


33, 2 ( 
f „tanz 
Arc. ta O\7 + .acos gp 


Um die Summen der Reihen zu erhalten, wenn «= -+ { oder — 1, darf 





BR k. 1 2 5 g . 
) =asmp—za sın2p+ 4a sin 3p— u. s. w 


man nur a gezen seine Grenzen hin CONVETZITEN lassen. 


Der erste Ausdruck giebt auf diese Weise: 

| !]og (2 #+2c0s p)= cos P — 3005 2pP + 3c0s Ip — u. s. W., 

= | !log (2 — 2008 9) =—c0sp — 5008 2 — 5008 3p — u. s. W., 
und zwar sobald die Reihen auf der rechten Seite der Gleichungen convergent 
sind, welches, zufolge Lehrsatz (I.), für jeden Werth von g der Fall ist, ausge- 
nommen für = (24. + 1) im ersten Ausdruck, und für = 24 im zwei- 
ten, wo zu eine beliebige ganze, positive oder negative Zahl bezeichnet. 


Die zweite Formel giebt, wenn man p zwischen x und — x voraussetzt, und 


erwägt, dals alsdann: 


| 


1 
2 


g)=3$: 





sın 
Arc. taug | — bs ) — Arc. tang (tang 
- 4 (c0S y 


ni 
3) 
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35. 5 =sing—z;3sin2pPp +3 sn3pg—...... ms=+n) 
bs g=—x 
Itp=rodr=—r, so reducirt sich die Reihe, wie man siehet, auf Null. 
Hieraus folgt, dafs die Function: 
ınp—3;sin2p+4sin3p—u. s. w. 
die merkwürdige Eigenschaft hat, für die Wereg=r undg = — x unste tig 
zu seyn. Und in u That, wein g== m, so ist die Function =0. Wenn im 


Gegenthel g== (r—a), wo « positiv und kleiner als 1 ist, so ist der Werth 


ie ee 
2.29 


Der Ausdruck (33.) enthält als besonderen Fall folgenden: 
36. Arc.tang (a)=a—ta’ +la’—...... u. S. W. 


der Function 


r 
welchen man findet, wenn man g = 5 setzt. 


Dieser Ausdruck wird für jeden Werth von « gelten, von — 1 bis + 1 


die Grenzen mit inbegriffen. 


B. 
Entwickelung von cos mp und sin my, nach den Potenzen 
von tang g. 
Man kann diese Entwickelung aus dern Ausdruck (32.) herleiten. Setzt 
man nemlich 2 = 0, und trennt die reellen Theile von den imaginairen, so erhält 


man, nachdem mit (cos p)” — worden: 

. m: pe Mm: nee len 
aan amar Detang p)° 7 a: (tang )* —) 
37 











j u h v- 
sin mp = (cosg)"(m (tang . — — m 5 DIT 3 2) (tang e 


a Ki fen Di 
+7 = 2 e- m 2m 2) (tang p)°- 22 ) 








TT 


vng=- = bis g=— re und diese Gleichungen finden Statt für jeden Werth 


von nm, wenn tang kleiner ist als 1. Isttanng==# 1, so gelten sie nur für 


ein positives zn, zwischen — 1 und + &. 


Sie sind alsdann 











ml) Beer zneD-..) 
ki (m3)=(!) (m— _ er m AR mm en m . SE ). 


1. A5 
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1.2 
E, 
Entwickelung von (cos x)" und (sın z)" in Reihen der Cosinus 
und Sinus vielfacher Bogen geordnet. 


In der neuesten Zeit haben sich mehrere Analysten mit der Entwickelung 
von (cos.«)" und (sin ©)" beschäftigt. Bis Jetzt sind aber alle Bemühungen, wenn 
ich nicht irre, ohne Erfolg geblieben. Man ist freilich zu Ausdrücken gelangt, 
welche unter gewissen Einschränkungen richtig sind, sie sind aber nicht hinrei- 


chend strenge begründet worden. 


Man kann sie sehr einfach aus den hier oben bewiesenen Ausdrücken 
herleiten. 

Addirt man nemlich die beiden Gleichungen (31.), nachdem man die erste 
mit cos @, die zweite mit sin « multiplieirt hat, so erhält man: 


cosa-+ 7 cos (a —gy)+ _ an - 1) 





cos (a —2y)-+. 


mn 
m = 


=(2+2cos y)” ..cos ( un mor) 


L. n 
(von g=onr— 2 bis p ee 


E) 
( 


‘ ‘ u f .. n 
Danın 2+2cog=4 (cos 7), 50 erhält man, wenn ınan p= 2x7 selat: 


— 


4 ” 


m m-(m-1) Pe 
cosar7 cos (a-2.r7)+ ze IF)+ >= (2c0s.r)" X cos («-mr+2me) 


bis r=2g#r+ ä 


“ 

vonr=2gr+2] 

*) 

m  .,,m-(m-1) 2 


cosx+ zeost@-22)t 7 eos(a-4 Z)ren=(-2cosr )"cos(z- mı+m(} «+1)) > 
Pr r OT 
bisr=2er+ \ 
! ‘.) 
 . = i 
SchtmanI,a=ma, J,a=mı+ zyı,ı=yr—oz hammy; soıst: 
Y pi « Pa mM-— 1 ) 
1,(2 cos r)".cosImer —cosmaet. cos (m-2) + ( 





1 1-2 
! m. m-(m-1 
>, (2 cosr)"-sin mer —=sinmr+— sin(m-2)r+ ana sin (m-4) + 


BR + 3 


cos ae A 


JIbise—2 etz 
2; 


’ ZZ m (m-1 
„Crina)".cosm(2gH)r—cosma- com) os(m-4)r- en 


Lin (m-4)r--- 


bise=(2e+H1)r 


Be . z ın 
4,(- sin r)”-sinm (Ietz)r—sin MI, sin (m-D).r+ 


2 
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. 2 .(m-1 
5, (=2cosz)"- cosm (24H1)»=eosmz+Zcos(m-2)e+- “ eos (m-4)s+-- ze“ 


m-(m- 





I ii (m-4)2 4. -!bisr=(2e+:)r 
1" 
u ei 2 


6, (-2cosr)"-sin m (2c+1)z=sin mat sin (m- -2)2477 


n m 
1,(-2sinz)®.cosm(2s+2)#=cos m2z—cos(m-2)z+ cos(m-4)2-- (von r—(2g+1)r 


Dez 3 m. 1 
S,(-2sins)"- sinm(2gH)—sinmzr- sin (m-2)24— ni m en) sinm-s)s-- Br biss—(2gH2) N. 


Diese Ausdrücke gelten für jeden Werth von x, wenn m positiv ist. Liegt 


m zwischen — 1 und 0, so mufs man 4) unter den Werthen von x iu den For- 
meln (1), (2), (5), (6), die Werthe =2or — - und z=20r7r + =, 2) in 
den Formeln (3), (4), (7), (8), die Werthe x = 2er und =(2e + 1)r 


ausnehmen. 
In jedem anderen Falle sind die in Rede stehenden Reihen convergent. 


Als besondere Fälle kann man = beide betrachten: 


ın m.(m— 1) 
1 


FB mm x we = 7 
(cosr” =cosmac-+ z cos (n—2) x : 





cos (m—4)r-+.... 





m. m.(m—1) . 
0=sın ma - sın(n—2)x+ gr sıa(m—4)x-+.. 
T.. Ad 
(von EZ bs «= + > 





sd. 


Kinige Bemerkungen über Flächen zweiter Ordnung. 
(\on Ilerrn Hachette.) 


Zusatz zu des Verfassers Traite de gcometrie deseriptire. Paris, 1322 





— 


g \ on den fünf Flächen der zweiten Ordnung, welche wir Hllipsotl, Hymnen 
boloid mit einer Schale (a une nappe), Hyperboloid mit zwei Schalen, eilipt‘ 
sches Paraboloid, und hyperbolisches Parabolot«i genannt haben, besitzen di: 
zweite und fünfte die characteristische Eigenschaft, dafs sie anf zweierlei Art 


von einer beweglichen geraden Linie, welche sich auf drei andere beliebige gera.l: 


„a2 
4) 
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Linien lehnt, die dieser oder jener Erzeugungsart entsprechen, hervorgebracht 
werden können. Der allgemeinste Fall ist, wenn die drei bestimmenden geraden 


Linien der Bedingung alleın unterworfen sind, dafs sie sich nicht schneiden ; 
kommt aber zu dieser Bedingung noch die zweite hinzu, dafs sie mit einer und 
derselben Ebene parallel seyn sollen, so erzeugt die bewegliche gerade Linie nicht 
mehr das Hyberboloid mit einer Schale, sondern das hyperbolische Paraboloid. 
Im 128sten Art. des „Traitd de Geometrie deseriptive,' S. 71, ıst bewiesen wor- 
den, dafs diese letztere Fläche auf doppelte Weise, als von einer geraden Linie 
erzeugt, betrachtet werden könne, wenn man sie als den geometrischen Ort einer 
geraden Linie ansichet, welche sich parallel mit einer gegebenen Ebene bewegt, 
und an zwei gerade Linien anlehnt, die auf irgend eine Weise gegen jene Ebene 
liegen. Wir haben ferner gezeigt, dafs wenn man die bewegliche gerade Linie 
in drei bestimmten Lagen betrachtet, und die drei geraden Linien, welche diesen 
Lagen entsprechen, als die bestimmenden Bahnen einer zweiten, beweglichen 
geraden Linie betrachtet, dals ‚alsdann diese letztere in allen Lagen mit einer 
zweiten Ebene parallel ist, und wiederum die nemliche Fläche erzeugt, wie 
die erste bewegliche gerade Linie. Der Zweck dieses Zusatzes ist, zu zeigen, 
wie sich die Eigenschaft der doppelten Erzeugbarkeit durch eine gerade Linie, 
sowohl für das Hyberboloid mit einer Schale, als für das hyperbolische Parabo- 
loid, aus einigen einfachen Sätzen ergiebt, welche ich meinen „Elemens de 


Geometrie a Lrois dirmensions ” hinzufügen zu müssen glaube. 


Erster Satz. 


2. Wenn drei beliebige gerade Linien im Raume gegeben sind, die sich 
nirgend schneiden, so giebt es nur ein Parallelepıpedum, von welchem drei 
Kanten die. nemliche Richtung haben, wie die drei gegebenen geraden Linien. 

Beweis. Die drei geraden Linien im Raume, von denen gegeben ist, dals 
sie sich nicht schneiden, seyen A, B, C. Bekanntlich ist die Lage einer Ebene be- 
stimmt, wenn man weils, dals sie mit zwei geraden Linien parallel ist. Daraus folgt: 

1) Dals man durch einen beliebigen Punct im Raume drei Ebenen legen 
kann, welche resp. den Linien-Paaren (A, DB), (DB, C) und (C, A) parallel sind; 

2) dafs man durch irgend eine der drei geraden Linien, A, DB, C, z. B. 
durch A, zwei Ebenen legen kann, deren eine mit der Geraden B, die andere 
mit der Geraden C parallel ist. Dieses giebt sechs Ebenen, von welchen zwei 


und zwei parallel sind, und welche das Parallelepıpedum bestimmen, dessen 


Kanten die Richtung der Durchschnitte der Ebenen haben. Von diesen sechs 
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Ebenen gehen aber, nach der Voraussetzung, drei durch die gegebenen geraden 
Linien A, B, C; folglich haben diese geraden Linien nothwendig die Richtung 
dreier Kanten eines einzigen Parallelepipedi über den drei gegebenen gera- 


den Linien A, B,C. 


Geometrische Construction eines Parallelepipedi über drei sich 
nicht schneidenden geraden Linien AB, B’C', CA‘, (Tafel I. Fig. 1.) 


3. Man lege 1. durch die erste gerade Linie AB eine Ebene parallel mit 
der zweiten Geraden B’C’: diese Ebene wird von der dritten geraden Linie CA’ 
im Puncte C geschnitten werden, durch welchen man CD parallel mit AB, und 
CB parallel mit B’C’ ziehet. 2. Man lege durch die zweite gegebene gerade 
Linie B’C’ eine Ebene parallel mit der dritten Geraden CA; diese Ebene schnei- 
det die Ebene der drei geraden Linien AB, BC, CD, in der geraden Linie 
AD, welche das Parallelogramm ABCD, oder die eine Seite des Parallelepi- 
pedi über den drei gegebenen geraden Linien, vollendet. 

Um den Körper vollends zu beschreiben, ziehe man die drei Parallelen BD‘, 
AC', DB’, mit A’C; die beiden letzteren werden die gegebene Gerade B’C’ 
in den Puncten B’, C’ schneiden, durch welche man .B’A’, C/.D‘ mit der ge- 
gebenen AB parallel zieht. Die erste Parallele wird die Gerade C.4° im Puncte 
A’ treffen. Durch diesen Punct ziehe man 4’D* parallel mit B’C’, so sind die 
sechs Seiten-Ebenen des Parallelepipedi beschrieben. Die drei Kanten dieses 
Körpers, in der Richtung der gegebenen geraden Linien, haben die Länge der 
bestimmten geraden Linien AB, B’C’, A’C. Zwei beliebige Diagonalen AA, 
D D* schneiden sich im Mittelpunct 7 des Parallelepipedı. 

Zusatz. 

4. Es ist leicht zu sehen, dafs nicht allein drei von den zwölf Kanten des, 
über den drei gegebenen Geraden AB, B’C’, A4’C (Fig. 1.) beschriebenen 
Parallelepipedi, die Richtung dieser Linien haben, sondern dals auch drei an- 
dere Geraden die Eigenschaft haben, dals jede derselben zugleich mit einer von 
den drei gegebenen Linien parallel ist, und die beiden andern schneidet, oder 
eine Transversale derselben ist. Diese drei letzten Kanten, oder vielmehr die 


geraden Linien, in welchen sie liegen, werde ich symmetrische Transver- 


salen der drei gegebenen geraden Linien nennen. Haben die gegebenen gera- 
den Linien die Richtung der drei Kanten AB, B’C/, CA‘, so haben ihre 
symmetrischen Transversalen die Richtung der drei anderen Kanten A’.B', 


BC, CA. 
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Um die Kanten eines Parallelepipedi, welche die Richtung dreier, einander 
sich nieht schneidenden geraden Linien haben, zu unterscheiden, sollen sie 
Haupt-Kanten heilsen, während unter symmetrischen Kanten zu den 
Hauptkanten die Kanten zu verstehen sind, welche die Richtung der symme- 
trischen Transversalen der drei gegebenen geraden Linien haben. 

Zweiter Satz. 

Wenn von zwei geraden Linien NM und F, die eine die drei Hauptkan- 
ten eines Parallelepipedi, die andere die drei symmetrischen Kanten desselben 
schneidet, so schneiden sich entweder diese beiden Transversalen X und Y der 
Hanptkanten und ihrer symmetrischen Kanten nothwendig: oder sie sind parallel. 

Beweis. Es seyen (Fig. e. /mP, Fm’P‘ die beiden Transversalen, 
welche die Hanptkanten AD, DC, (_4’ eines er Ta ın den Puncten 
/. m. P, und ıhre syminetrischen Kanten AB, BC, CA ın den Puncten /, 
Linien /n P, Ym‘ P‘ in einer und derselben Ebene liegen, und sich nothwendig 
in einem Puncte 7 dieser Ebene schneiden. 

Nimmt man auf den Kanten AC und 4C’ zwei beliebige Puncte P, P’ 
an, und legt durch dieselben, parallel mit der Seiten-Ebene „I BCD des Paral- 
lelepipedı, zweı Ebenen, welche diesen Körper ın zwei einander und dem Paral- 
lelogramm I. BCD gleichen Parallelogrammmen PORS und P’/O’R’S’ schnei- 
den: so sieht man, dals die Gerade /mn P durch den Durchschnitt der Ebenen 
der beiden Parallelogramme ABPOQ, B’C PS entsteht, und dafs die Gerade 
!’ m’ P' in dem Durchschnitte der Ebenen der beiden Parallelogramme AB’P'O', 
BUÜP’S liegt. Nimmt man nun an, dals die Seiten-Ebene ABCD des Pa- 
rallelepipedi horizontal hiege, so schneiden sich die beiden Ebenen ABPO, 
A' B'P'Q‘ in einer horizontalen UF”, die mit der Kante AB oder A’B’ pa- 
rallel ist, und die beiden Ebenen PU PS, BCP'S’ in einer anderen horizon- 
talen U’ 7”, die mit den Kanten 2°C’, DC parallel ist; woraus folgt, dafs die 
beiden Geraden /rn. P, m’ P’ nothwendig die beiden Horizontalen UY, U'J! 


schneiden müssen. Wir wollen nun beweisen, dafs sie dieselben in einem und 


zn‘, P° schneiden; so kommt es darauf’ an, zu zeigen, dals die beiden geraden 


demselben Puncte 7’ schneiden, und dafs dieser Punct der Durchschnittspunet 


der Horizontalen UF, U’F” ist, welche in einer und derselben horizontalen 
F.bene liegen. 
Construction der horizontalen Linien UF, UF". 
6. Die Ebenen der Parallelogranıme ASPO, A B’P' Oo ochen, die eine 


durch die gerade Linie „IQ LU, die andere durch die gerade Linie P/B’U. Diese 














. 7. * 7 >} 
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beiden Linien befinden sich aber in der Seiten-Ebene AB’CD des Parallel- 
epipedi; folglich schneiden sie sich in einem Punct Uder horizontalen Linie UF”. 

Die Ebenen der Parallelogramme 2°C PS und BCE P'S gehen, die eine 
durch die gerade Linie B’P, die andere durch CS’; diese beiden geraden Li- 
nien befinden sich aber in der Seiten-Ebene „l’B’C.D des Parallelepipedi; mit- 
hin schneiden sie sich in einem Punct U’ der horizontalen Linie U 7”. 

Legt man durch die erste horizontale Linie UF” eine horizontale Ebene, 
welche das Parallelepipedum in dem, der Seiten-Ebene ABCD- gleichen 
Parallelogramme «/5%yd schneidet, so befindet sich, wie die folgende Rechnung 
zeigen wird, die mit den Seiten @, dy parallele gerade Linie U’F” in der Ebene 
des Parallelogramnıs über diesen Seiten, und schneidet folglich die Gerade 
UF in einem Punet T, welcher beiden Transversalen /Zm P, Yın‘ P' gemein ist. 

Die Hauptkanten AB, B’C/, CA’ des Parallelepipedi AA’B.B‘ mögen 
durch f, g, /ı bezeichnet werden. Die Puncte P, P’ seien beliebig auf den 
Kanten A’C, AC’ angenommen, CP sy =p; CP'= p', so ıst, zufolge 
der obigen Gonstructionen: 

(P=1bS=AR=p, AB=RS=Py=/, 
BC= () N= an = eo, Al=AC=h. 
Da die Dreiecke LION und LU} ähnlich sind, so ist 
AR: RO= A?:PTU, odrp:e= AP: PU= a AB 
c a Pi9 / p 
Vermöge der Aelmlichkeit der Dreiecke B’P'C/, UP‘, ıst 
P'’@:CB'= P'3:PU; 

oder 


43 _Pp (p’ + h) 


ao 
/ / n n - fe} eo. 2 a) 
Y’:e=p'+h— A53:PRU, oder 2, woraus AP= — folgt. 
/ fe) / N ‘ ’ p ’ / p + p ie) 
Aus der Vergleichung der Dreiecke C’ RS, C’$V’, ergiebt sich 
Y 1 um 7 ö ’7 /p‘ 
UR:RS= (3:PF", oder: h—p:f= h— AB: BF = —. 
ptp 
Dieses ist die Länge von 27”, wenn man 7” als den Durchschnitt der horizon- 





talen Ebene UV 3y und der geraden Linie C/S ansicht. 
In den Dreiecken AP’B, 3 P’F” ıst: 
P'A:AB=P'B: BT", oda h+p:f=h+p— AB: BI’ = Br 
ptrp 
Dieses ist ein anderer Ausdruck der Linie #7”, wenn man den Punct 7 dieser 
Linie als den Durchschnitt der horizontalen Ebene UFßy und der Geraden 


BP' betrachte. Der zweite Ausdruck ıst aber Jdeın ersteren gleich. Daraus 
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e 


folgt: 1. dafs sich die beiden geraden Linien C/$, BP’ in einem Punct F° der 
hortzontalen Ebene UF 2Yy schneiden, 2. dafs sich die Gerade UF’ in dersel- 
ben Ebene befindet, in welcher schon die Horizontale UF’ liegt, und endlich 
3, dals sich diese Horizontalen UF, U’YV', welche in einer und derselben Ebene 
liegen, nothwendig in einem und demselben Punct 7’ schneiden, welcher den 
beiden geraden Linien /n P T, Y m‘ P'T‘ gemein ist; was zu beweisen war. 

7. Dals die geraden Linien UF, U’F* in einer und derselben, mit deı 
Seite ABCD des Parallelepipedi parallelen Ebene liegen, läfst sich noch ein- 





facher zeigen, wenn man erwägt, dafs der obige erste Werth, g- 7, von 
AB, nur die Länge h der Kante CA’ enthält, und von den Längen f, g der 
beiden anderen Hauptkanten AB, B’C’ unabhängig ist. Man kann also annch- 
men, dafs die beiden Kanten AB, AD ıhre Stellen vertauschen, woraus weder 
eine Aenderung in dem Parallelepipedum, noch in den Werthen für p und p‘ 
entsteht. Nach dieser Vertauschung könnte man den Theil der Kante AC“, 
welcher zwischen der Seiten-Ebene ABCD und der mit ihr parallelen, durch 
die horizontale Linie U’F” gehenden Ebene liegt, wie oben berechnen, und 


,(p + h) 


man würde für diese Länge den nemlichen Werth von Aß, nemlich L 7, 
ptrh 





finden. 


Da die geraden Linien UF, U’F”, welche den Kanten AB, B'C‘ parallel 
sind, in einer und derselben Ebene liegen, so schneiden sie sich nothwendig in 
einem und demselben Puncte 7’; woraus folgt, dals dieser Punct Z’ den beiden 
geraden Linien /rn P und /m’ P' gemein ist. 

Zusatz. 

8. Die vier Puncte Z, m, F, m’ der geraden Linien /m P, m’ P' lassen 
sich auf folgende Art unmittelbar construiren. 

Das Parallelogramm B’C’ PS, dessen verlängerte Seiten durch die Puncte 
/, n der Kanten AB, CD gehen, liegt in der Ebene durch den Punct P und 
durch die gegebene gerade Linie B’C’. Nun ist /rn der Durchschnitt der Ebene 
jenes Parallelogramms mit der horizontalen Ebene, in welcher die Seite ABCD 
des Parallelepipedi liegt; also ıst der Punct / dieser geraden Linie der Durch- 
schnitt der gegebenen geraden Linie AB und der Ebene durch die drei Puncte 
P,B,cC'. 

Die geraden Linien AQ, BP schneiden, verlängert, die Kanten B’C', 
A’ D' in den Puncten m, o, welche in der mit 45° parallelen Linie no liegen ; 


folglich 
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folglich schneidet die Ebene durch die drei Puncte P, A, DB die gerade Linie 
B’'C' ım Puncte m. Eben so schneidet die Ebene durch die drei Puncte P' 
B, C die Seiten- Ebene des Parallelogramms 4’B’C’D in der mit B’C’ paralle- 
len Linie / nr‘, und diese Parallele, welche durch den bekannten Punct n° geht, 
in welchem sich die Geraden PB.D’C schneiden, begegnet der Geraden A’. B’ 
im Puncte /. 

Die Ebene durch die drei Puncte P’, A’, BD’ schneidet die Seiten- Ebene 
des Parallelogramms ABCD in der, mit a5 parallelen geraden Linie 0‘, und 
diese Parallele, welche durch den bekannten Punct 0° gehet, in welchem sich die 
geraden Linien P’b’, AD schneiden, begegnet der Geraden BC in dem 
Puncte zn“. 

Dritter Satz. 

9. Der Mittelpunct des Parallelepipedi, über drei beliebigen geraden Linien 
eines Hyperboloids mit einer Schale ist auch der Mittelpunct dieses Hyperboloids. 

Beweis. Wenn eın Parallelepipedum über drei beliebigen geraden Linien 
eines Hyperboloids mit einer Schale construirt ist, so haben die drei Haupt-Kan- 
ten (Art. 4.) die Richtung jener geraden Linien, und ihre symmetrischen Kanten 
die Richtung dreier anderen geraden Linien, welche auf dem Hyperboloid eben so 
liegen. Ferner ist (Art. 5, 6) bewiesen, dals alle geraden Linien, welche sich auf 
drei unbestimmt verlängerte Hauptkanten, oder auf drei verlängerte symmetrische 
Kanten lehnen, demselben Hyperboloid zugehören; denn in diesen beiden Sy- 
stemen gerader Linien, ist keine des ersten, welche nicht alle Geraden des zwei- 
ten schnitte, und umgekehrt, woraus folgt, dafs jeder beliebige Punct des Hyper- 
boloids mit einer Schale der Durchschnitt zweier Geraden ist, deren eine sich 
auf die drei Haupt-Kanten des Parallelepipedi, die andere auf die drei symıme- 
trischen Kanten desselben lehnet. 

Nun nehme man eine gerade Linie des ersten Systems, d. h. eine solche an, 
die sich auf die Haupt- Kanten des Parallelepipedi lehnt, so schneidet die Ebene 
durch diese Linie und durch den Mittelpunct des Parallelepipedi, die drei sym- 
metrischen Kanten in drei Puncten einer zweiten, mit der ersteren parallelen 
geraden Linie, und in gleicher Entfernung vom Mittelpunct; woraus folgt, dafs 
jede gerade Linie durch den Mittelpunct, die in der Ebene der beiden parallelen 
geraden Linien des Hyperboloids liegt, diese Parallelen, und folglich das Hypes- 
boloid, in zwei, gleich weit vom Mittelpunct entfernten Puncten schneiden wird. 
Eine beliebige Linie durch den Mittelpunct des Parallelepipedi wird aber einer 


von den geraden Linien des Hyperboloids, welche sich auf die drei Haupt-Kanten 
I. 44 
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stützen, und folglich auch der mit jener Geraden parallelen Linie, welche sich auf 
die drei symmetrischen Kanten lehnt, begegnen; mithin schneidet jede gerade 
Linie durch den Mittelpunct des Parallelepipedi das Hyperboloid in zwei vom 
Mittelpunct gleich weit entfernten Puncten; woraus folgt, dafs dieser Mittelpunct 
auch der Mittelpunct des Hyperboloids mit einer Schale ist. 

10. Ich hätte die drei so eben bewiesenen Sätze aus der Gleichung für das 
Hyperboloid mit einer Schale, welche sich in meinen „Traite des Surfaces du 
second degre” (erste Ausgabe, 1807, 4., p. 35; dritte Ausgabe, 1817. 8., p. 216) 
befindet, herleiten können. Nachdem das Hyperboloid auf drei schräge Axen 
bezogen worden, die mit den drei geraden Bahnlinien der beweglichen Geraden, 
von welcher diese Fläche erzeugt wird, parallel sind, so ergab sich, dafs die 
Gleichung, welche man findet, sich nicht ändert, wenn man an die Stelle der 
drei Bahnlinien drei andere setzt, deren eine mit jener ersteren parallel ist, und 
zugleich die beiden anderen schneidet. Diese sechs geraden Linien sind die 
Kanten des Parallelepipedi. Binet hat diesen Körper auch noch auf eine an- 
dere Art construirt, welche er in einer, iım sechzehnten Hefte des Journal de 
l’ecole polytechnique (4. 1813) befindlichen analytischen Abhandlung (vom 
30. November 1812) vorgetragen hat. Um das Verfahren von Binet zu zeigen, 
ist folgende Gleichung nöthig, deren ich oben erwähnte: nemlich die Gleichung 
aylh‘— g)+ze(f —h)+y:(g’—/f) 
+.(fh— fs) +yVYs-Fh)Haßh—fh)+fgl—fgh 


Da die Constanten dieser Gleichung die Lage der drei Bahnlinien der Gera- 


= 0. (1.) 


den bestimmen, durch deren Bewegung die Fläche erzeugt wird, so ist: 
Für die erste gerade Richtungslinie, =f,y=f". 
»  » zweite » » > zug, mg". 
» » dritte » » » yah,ız=h, 

Legt man den Anfangspunct der Coordinaten in Beziehung auf die drei 
Bahnlinien willkürlich, so läfst sich derselbe, während die Richtung der Axen 
bleibt, leicht versetzen,und es lassen sich leicht diejenigen W erthe der Coordinaten 
für den neuen Anfangspunct finden, für welche die lineären Glieder a, y, z der 
obigen Gleichung (1.) verschwinden. 

Diese, mit den ursprünglichen Axen der x, der y und der z parallelen Co- 


ordinaten sind: 





Erf [ah Ws 


) ) 2) ) ‘7 
— 


L - 
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Substituirt man diese Werthe in die Gleichung (I.), so geht sie in: 
ey (hg) + (f tree NHL MEN 


oder wenn man 
g—-/=ua; f—h=Pß, h“"—g=y(a) 


setzt, ın 


= y4YJ 


2 Se 
app PP Yy 


+1=0 (II) 


218 


e 
5 
über. 

In dieser Gestalt hat Binet die Gleichung des Hyperboloids mit einer Schale 
genommen, und sie mit der folgenden Gleichung für das nemliche Hyperboloid, 
auf die conjugirten Durchmesser a’, 5’, c‘ bezogen, nemlich mit der Gleichung 
verglichen. 

Fs war bekannt, dafs man, um ein, unter dem Namen des con gugirt-um- 
schriebenen bekanntes Parallelepipedum zu construiren, sechs Puncte auf den 
Axen der x, y, z der Gleichung (IV.), nehmen müsse, deren Entfernung vom 


Anfangspunct gleich 


sind (Seite 321 der Abhandlung von Binet), und dafs man darauf durch diese 
Puncte sechs Ebenen legen müsse, von denen zwei und zwei den drei Ebenen, 
in welchen die conjugirten Durchmesser a‘, 5’, c’ liegen, parallel sind. 

Binet, indem er die nemliche Construction auf die Gleichung IH anwendet, 
trägt vom Anfangspunct aus, auf die Axen der x, der y und der z, die sechs 
Geraden: 

+4 ıP ıY 
Er 
auf. und legt durch die sechs Endpuncte dieser Geraden, sechs Ebenen, zu zweien 
mit den Ebenen der Coordinaten x, y, z parallel, welche ein Parallelepipedum 
bilden, das dem conjugirt- umschriebenen Parallelepipedo analog ist. 
Man hatte bewiesen, dafs der Inhalt dieses letzten Körpers für jedes belie- 


bige System der congugirten Durchmesser, über welchen er beschrieben worden. 


constant ist. Binet hat gezeigt, dafs das Nemliche auch noch für den analogen 

Körper gilt, dessen Inhalt sich nicht ändert, wenn gleich die Richtung der Axen, 

worüber er beschrieben ist, sich ändert. (Man sehe $. 323 seiner Abhandlung.) 
AA” 
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41. Geliet man auf die Gleichungen (@) zurück, so siehet man, dafs die 

a BB y h oe Zee 
halben Längen ;, 5» s der Kanten des Parallelepipedi bei Binet, von den 
Kanten des Parallelepipedi, welches ich über drei beliebige gerade Linien in einem 
Hyperboloid mit einer Schale construirt habe, nicht verschieden sind. Die Iden- 


tität folgt noch aus der Gleichung (II.), wenn man in derselben = = 2. oder 


’ 


2 . 
y-& E oderz= = 2 setzt. Das Erste giebt: 


R 


+ Yyyer +iy= 


— 


welche Gleichung sıch ın 
3 y 
u 4- e u. _i\— 
Er+5)&:+ „= 
zerlegen läfst. Hieraus folgt, dals die sechs Seiten-Ebenen des Parallelepipedi 


durch die Gleichungen: x = rn „y=H ß 2 == +2 bestimmt werden, und 


dafs jede dieser Ebenen das Hyperboloid mit einer Schale in zwei geraden Linien 
schneidet, welche die Richtung zweier Kanten des Parallelepipedi haben. 





Ueber die stereographische Projection. 


(Man sehe Art. 199, S. 254 des TraitE de geometrie descriptive.) 


Die zweite Eigenschaft der stereographischen Projection bestehet in der Gleich- 
heit zweier Winkel, deren einer Tangenten der Kugelfläche, der andere die ste- 
reographischen Projectionen dieser Tangenten zu Schenkeln hat. Diese Eigen- 
schaft lälst sich sehr einfach auf folgende Art erweisen: 

Es sey COE eine Ebene, die durch den Mittelpunet C der Kugel, durch 
den Durchschnitt O der Projections-Linien und durch den Scheitel E des gege- 
benen Winkels geht. Diese Ebene schneidet die Kugel in dem gröfsten Kreise 
ABOE des Durchmessers AB, und die Ebene des Winkels zweier Tangenten, 
in der auf dem Radius CE senkrechten Linie EG. Die gerade Linie (0) E schnei- 
det den Durchmesser A.B ım Puncte e, welcher offenbar die stereographische 
Projection des Scheitels E des Winkels zwischen den beiden Tangenten der 
Kugelfläche ist. 

Nimmt man die Ebene durch die drei Puncte (, O, E vertical an, so liegt 
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der grölste Kreis ABab der Kugel in der horizontalen Ebene, welche durch 
den Durchmesser AB gehet, und diese Ebene schneidet die Ebene beider Tan- 
genten in der Linie GH’; diese Tangenten können aber die Ebene des gröfsten 
Kreises ABab nur in zwei Puncten, wie 7, H’, in der Geraden GH’, schneiden, 
und die Gerade 77H’, welche diese beiden Puncte verbindet, ist die gemein- 
schaftliche Seite zweier Dreiecke, welche ihre Scheitel, das eine im gegebenen 
Punct .E der Kugelfläche, das andere in der Projection e oder e’ des Puncts E 
haben. Diese beiden Dreiecke sind aber einander gleich; denn wegen der Gleich- 
heit der Winkel EeG und eEG, sind die geraden Linien EG und eg einander 
gleich; folglich ist auch der Winkel, dessen Scheitel in E liegt, und dessen 
Schenkel durch die Puncte 4, H’ gehen, dem Winkel gleich, dessen Scheitel in 
der stereographischen Projection e’ des Puncts E liegt, und dessen Schenkel 
durch die nemlichen Puncte 4, H’ gehen. 

Lacroix, in der /ntroduetion a la Geographie (zweite Ausgabe, Parıs, 
4511.) und nachher Puissant und Delambre haben in ıhren Schriften einen 
ähnlichen Beweis gegeben, welcher sich auf die Gleichheit der beiden geraden 
Linien EG und eg (Fig. 3.) gründet. 

Im dritten Bande der Astronomie von Delambre lieset man, dafs die älteste, 
dem gelehrten Verfasser bekannt gewordene Schrift, in welcher der zweiten 
Eigenschaft der stereographischen Projection Erwähnung geschieht, eine im Jahre 
1754 gedruckte Abhandlung von Robertson, über die Schiffahrt, ist. 





ee 





31. 
Einige Gesetze über die Theilung der Ebene und des Raumes. 


(Von Herrn J. Steiner.) 





Durch die Pestalozzische Formenlehre angeregt, haben zwar mehrere neuere 
geometrische Lehrbücher die Aufgabe gestellt: „zu bestimmen, wie viele Theile 
der Ebene, vermittelst einer gegebenen Anzahl gerader Linien und Kreise ganz 
begrenzt, oder zu Figuren abgeschlossen werden können.” Sie haben dieselbe aber 
nicht so behandelt, dafs dadurch die, ihrer Bestimmung zu Grunde liegenden 
allgemeinen Gesetze gehörig erörtert worden wären. Noch weniger ist es, soviel 
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dem Verfasser dieser Abhandlung bekannt, bisher gelungen, nach Analogie jener 
Aufgabe, die Bildung der Körper mittelst beliebig gegebener Ebenen und Ku- 
gelflächen durch allgemein umfassende Gesetze zu bestimmen. Ohne diesem 
Gegenstande gerade ein besonderes Interesse beilegen zu wollen, soll nur bemerkt 
werden, dafs die von jedem Geometer gestellte Frage: „wie viele ebene Flächen 
zur Bildung dieses oder jenes Körpers nöthig seyen:” sich umkehren lasse, nem- 
lich: „wie viele Körper lassen sich durch eine bestimmte Anzahl von Ebenen auf 
einmal bilden.” Nun dringt sich, z. B. bei der nicht zu vermeidenden Erklärung: 
„dafs zur Bildung eines Körpers mindestens vier Ebenen nöthig sind,” die Be- 
trachtung auf: „dafs vier Ebenen in jeder beliebigen Zusammenstellung niemals 
mehr als einen Körper bilden können,” und man kommt, von dieser Nothwen- 
digkeit geleitet, leicht auf die Frage: „wie viele Körper können durch 4, 5, 6, 
MENU: u. s. w. Ebenen auf einmal begrenzt werden?” 

Es sollen hier, — nachdem zuvor die allgemeinen Gesetze über die Theilung 
der Ebene, mittelst jeder beliebten Anzahl gerader Linien und Kreise, ihrem Ent- 
stehen und Zusammenhange nach, entwickelt worden — „die allgemeinen Gesetze 
zur Bestunmung der, durch jede beliebte Zusammenstellung von Ebenen und 
Kugelflächen entstandenen Menge Theile des Raumes entwickelt werden,” wobei 
sich dann zunächst die Bestimmung für die Auzahl der ebenen, und im Nach- 
folgenden für die Anzahl der körperlichen, ganz begrenzten Theile, von selbst 
ergeben wird. 

Diese für sich verständlichen Sätze sind aus einem, vom Verfasser entworfe- 
nen Lehrgebäude der Geometrie, in welchem die Stereometrie um ein Grolses 
erweitert, und nach einer, von der bisherigen ganz abweichenden Methode abge- 
handelt wird, entnommen. Im Lehrgebäude erscheinen sie, vermöge der Menge 
ihrer Beziehungen in ihrem nothwendigen Zusammenhange. 


Gesetze über die Theilung der Ebene mittelst gerader Linien und Kreise. 
1. 
Es ist klar, dals eine gerade Linie *) durch n beliebige, in ihr liegende Puncte, 


in n+ 1 Theile **) getheilt wird, von denen » — 1 Theile endlich oder begrenzt, 





*) Unter gerade Linie oder Ebene wird hier immer eine unendliche gerade Linie 
oder Ebene verstanden. 


**) So wie hier, werden auch in der Folge, wenn von Theilen der Ebene oder des 
Raumes die Rede ist, nur die einzelnen einfachen, nicht aber die zusammengesetzten Theile, 


welche aus wei oder mehreren einzelnen Theilen bestehen, verstanden, 
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die beiden übrigen unendlich oder unbegrenzt sind; und dafs ferner die Kreis- 


linie durch n beliebige, in ihr liegende Puncte, in n Theile getheilt wird. 
) 


wi rs 


Die Ebene wird durch eine, in ihr liegende &erade Linie, in zwei Theile 
getheilt; durch eine zweite Gerade, welche die erste schneidet, wird die Zahl 
der Theile der Ebene um 2 vermehrt: durch eine dritte Gerade, welche die bei- 
den ersten in zwei Puncten schneidet, um 3; durch eine vierte Gerade, welche 
die drei ersten in drei Puncten schneidet, um 4 u. s. w.: nemlich jede folgende 
Gerade vermehrt die Zahl der Theile der Ebene um eben so viel, als die Zahl 
der Theile beträgt, in welche sie durch die vorhandenen Geraden getheilt wird; 
daher wird die Ebene durch n beliebige, ın ihr liegende Gera- 
den, höchstens in: 


n(n + 1) 
2 


Bd 


n(n — 1) 


) 


. m 


1) 272 +3 +4+5+........ +(n—!)+n=1+ 





=i-+n+ 





Theile getheilt. 


Will man blofs die Zahl der ganz begrenzten Theile der Ebene wissen, so 
ist zu bemerken, dafs erst durch die dritte Gerade ein solcher Theil entsteht, Jafs 
hierauf die vierte Gerade die Zahl solcher Theile um 2, die fünfte Gerade um 3, 
u. s. w. vermehrt: nemlich, dafs jede folgende Gerade die Zahl der ganz begrenz- 
ten Theile der Ebene um eben so viel vermehrt, als durch die vorhergehenden 
Geraden in ihr begrenzte Theile ($ 1.) gebildet werden, und dafs demnach 


durch n beliebige Geraden höchstens 





— 1 —2 
2) O0 FI +1+2 +3 +4+...... > ii n 2) 


=, { — n-+t+ Bez) 


od 





Theile der Ebene ganz begrenzt werden können. 


Zieht man den Ausdruck (2.) von (4.) ab, so bleibt für die Zahl der un- 
begrenzten Theile der Ebene, 
3) 2n 
übrig. Oder sucht man umgekehrt zuerst die Zahl der unbegrenzten Theile, 
welche man findet, wenn man bemerkt, dafs jede Linie dieselbe um 2 vermehrt, 


mithin ihre Zahl nöthwendig 2n ist, so findet man nachher die Zahl der ganz 


begrenzten Theile (2.), wenn man 2n von (1.) abzieht. 
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2 
[9 7 


Durch a gerade Parallelen wird die Ebene in 1 + a Theile getheilt; durch 
eine zweite Abtheilung von 5 geraden Parallelen, welche jene schneiden, wird die 
Zahl der Theile der Ebene um 5 (1 +-a) vermehrt; durch eine dritte Ab- 
theilung von c geraden Parallelen, welche die beiden ersten Abtheilungen so 
schneiden, dafs nirgend drei Linien in einem und demselben Punct zusammen- 
treffen, wird die Zahl der Theile der Ebene um ce! +a+) vergrölsert. Ver- 
bindet man ferner mit den vorhandenen Linien, unter ähnlichen Bedingungen 
eine vierte Abtheilung von d geraden Parallelen, so nimmt die Zahl der Theile 
um d(1+a-+5-+.c) zu, indem nemlich jede der d Linien von den vorhan- 
denen a, d, e Linien in {+ @+ 5 -r c Theile getheilt wird ($ 1.), und daber 
eben so viele Theile der Ebene theilt, mithin die Zahl derselben ebenfalls um 
{-++#a-+böb-+ ec vermehrt, u. s. w. Es folgt hieraus: 

„Dals durch a, 5, e,d,...... ‚y, z gerade Parallelen, von 
denen jede Abtheilung eine besondere Richtung hat, die Ebene 
höchstens ın 

4) i+a 
+b(1-+a) 
+c(i+a+Ö5) 
+d(ii+a+rb+ec) 


e. Br DD RD ER 


+ab+act...... be+bd+...... +yzı 
Theile getheilt werden könne.” Bezeichnet man die Summe (ÜUnionen ) 
der Gröfsen a, d, c, d,...... ‚y, z durch U, und die Summe ihrer Producte 
zu zweien (Amben) durch A, so ıst (4.): 
5) =AIHUrA. 

Dafs die Zahl der unbegrenzten Theile der Ebene im gegenwärtigen Falle, 
ebenfalls doppelt so grols, als die Anzahl aller vorhandenen Linien ist, ergiebt 
sich aus der nemlichen Bemerkung, wie vorhin ($ 2.), dafs nemlich die Zahl 
solcher Theile durch jede Linie um 2 vermehrt wird. Oder stellt man sich ei- 
nen Kreis vor, welcher alle vorhandenen Linien schneidet, und zwar dergestalt, 
dafs die Durchschnittspuncte, welche die Linien unter einander bilden, alle inner- 


halb des Kreises fallen, so wird die Peripherie dieses Kreises in eben so viele 


Theile 
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Theile getheilt, als die Ebene unbegrenzte Theile hat. Da nun der Kreis von 
jeder Linie in 2 Puncten geschnitten wird, so wird er in zwei mal so viele Theile 
getheilt, als Linien vorhanden sind ($ 1.), also in 2U Theile, und folglich 
ist die Zahl der unbegrenzten Theile der Ebene, 

6) =2U. 

Nun erhält man die Zahl der ganz begrenzten Theile der Ebene, indem man 
die Zahl der unbegrenzten (6.) von der Zahl aller Theile (5.) abziehet. Also 
werden durch die genannte Linien - Verbindung höchstens 

7) =1- U+A 
Theile der Ebene ganz begrenzt. Dieser Ausdruck (7.) kann auch auf 
gleiche Weise direct gefunden werden, wie (5.) oder wie ($. 2, 2.). 


4. 


Nimmt man an, dafs bei der Linien- Verbindung ($. 3.) die a Linien der 
ersten Abtheilung, anstatt parallel, ungleichlaufend seyen: so theilen sie die 
a(a+ 

ı.38 
mehr, als wenn sie parallel sind; auf die übrigen Abtheilungen aber hat diese 
Veränderung keinen Einflufs. Also folgt: 

„Dafs die Ebene durch B, c,d,...... ‚Y, z gerade Parallelen 

nach verschiedenen Richtungen und durch a ungleichlaufende 








a(a—1) 
1 


a 1 . . a 
Ebene ın 1 + (1.), statt ın 1 + a Theile, mithin in Tu Theile 


Geraden höchstens ın: 


y ee 


ı:3 


Theile getheilt wird, unter welchen sich 


9) =2U 





unbegrenzte, und mithin 


10) =1—- U+rA+ 





ganz begrenzte Theile befinden, wo Uund A, eben wie in ($. 3.), die 
Unionen und Amben der Gröfsen a, b, c,d,....... ‚Y, 2 bedeuten.” 


5. 
Ein Kreis theilt die Ebene in 2 Theile; ein zweiter Kreis, welcher den ersten 
schneidet, vermehrt die Zahl der Theile der Ebene um 2; ein dritter Kreis, 
welcher die beiden ersten in 4 Puncten schneidet, vermehrt diese Zahl um 4, 


u. s. w.; nemlich jeder folgende Kreis vermehrt die Zahl der Theile der Ebene 
45 


1. 
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um eben so viel, als er die vorhandenen Kreise in Puncten schneiden kann, also 
um zweimal die Zahl der vorhergehenden Kreise. Es folgt also: 

„Dafs n beliebige Kreise die Ebene höchstens in 

11) 2 +2 H#H4+6+3+...... +2(n— 1!)=2+n1—1) 
Theile theilen können, von welchen 

12) =1+n(n— 1) 
ganz begrenzt sind, und nur ein Theil unbegrenzt ist.” 
6. 

Die Ebene wird durch irgend eine Zahl a von Parallelkreisen in 1 -+ a Theile 
getheilt; durch eine zweite Abtheilung von b Parallelkreisen, welche jene schnei- 
den, wird die Zahl der Theile der Ebene um 1 — a + 2ab (nemlich durch den 
ersten derselben um 1 -+.a und durch jeden folgenden um 2a) vermehrt; durch 
eine dritte Abtheilung von ce Parallelkreisen, welche die ersten schneiden, wird 
die genannte Zahl um 2c (a+ b), durch eine vierte Abtheilung von d Parallel- 
kreisen um 2d (a-+b + c) u. s. w. vermehrt; nemlich jeder Kreis einer neuen 
Abtheilung vermehrt die Zahl der Theile der Ebene gerade um eben so viel, als 
er von den schon verhandenen Kreisen in Theile getheilt wird. (Hiervon ist blos 
der erste Kreis der zweiten Abtheilung ausgenommen. ) 

„Demzufolge wird die Ebene durch a,b, cd, .......y, 3 Paral- 


lelkreise, von denen jede Abtheilung ihren besondern Mittel- 
punct hat, höchstens In: 


13) 1+a 
1—a-+2ab 
+2c(a+b) 
+2d(a+b-+0) 
ER > 
+233(a rb+c+d+..... +9) 
=2+2X 


Theile getheilt, von welchen 

14) =1+24 
ganz begrenzt sind, und nur einer unbegrenzt ist, und woX die 
Amben, d.h. die Summe aller Producte bedeutet, die entstehen, 


wenn man jede zwei von den Zahlen a,b,c,d, ....... D, 3 mit ein- 
ander multiplicirt. 


T. 
Sind die a Kreise der ersten Abtheilung nicht parallel, so wird die Zahl der 


Theile der Ebene dadurch höchstens um eben so viel vermehrt, als die Zahl 
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der Durchschnitte dieser a Kreise beträgt, also um a (a— 1), und folglich 
wird die Ebene durch b,c,d,...... y, 3 Parallelkreise und durch 
a beliebige Kreise höchstens in 

15) =2+24A+ala— 1) 
Theile getheilt, wovon 

16) =1+2A Hal — 1) 
Theile ganz begrenzt sind. 

8. 

Nach (8. 3, 5) wird die Ebene durch a, b, e,...... y, z gerade Parallelen in 
1+ U-+ A Theile getheilt. Werden nun alle diese Geraden von a Parallel- 
kreisen geschnitten, so nimmt die Zahl der Theile der Ebene um 2a(@a +5 -+c 
Mr +2) =2aU zu, durch eine zweite Abtheilung von b Parallelkreisen 
wächst diese Zahl um 2b (U-+.a), durch eine dritte Abtheilung von c Parailel- 
kreisen um 22 (U-+-a-+b), u. s. w., nemlich jeder Kreis einer neuen Abthei- 
lung vermehrt die Zahl der Theile der Ebene um eben so viel, als die Zahl der 
Puncte beträgt, in welchen er alle vorhandenen Kreise und Geraden schneidet. 
Es folgt hieraus: 

„Dafs die Ebene durch a,b, c,d,...... y,z gerade Parallelen 
und durch a,b, c6,d,...... y,3 Parallelkreise höchstens in 

m) 1+U+A+2aUÜ 
+2b(U+a) 
+2c U+a+b) 
+22) U+a+rb+ro 


+23; U+ra+rb+rc+#...... +) 
=1+U+41+2UU+r2X 
Theile getheilt wird, wovon ($. 3, 6.) 
18) =2U 
unbegrenzt, und folglich 
19) =1—- UÜU+A+r2UUr2N 

ganz begrenzt sind, und wobei Uund A die Unionen und Amben 
der Zahlen a,b, c,...... z, und U und X die Unionen und Amben 


der Zahlen a,b, &,...... y,3 bedeuten.” 
i) 


“er 


Sind in der oben beschriebenen Verbindung von Geraden und Kreisen ($. 8.) 


sowohl die @ Geraden als die a Kreise, jede unter sich, nicht parallel, so wird 
45 * 
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die Zahl der Theile der Ebene dadurch um eben so viel vergröfsert, als die Zahl 
der Durchschnittspunkte beträgt, in welchen sowohl die Linien a als die Kreise a 











einander schneiden, also wird jene Zahl höchstens um - u +a(a— 1) ver- 
mehrt, und daher folgt: 

Bu z gerade Parallelen und a beliebige Ge- 
raden, ferner 5b, c, d,....... y, 5 Parallelkreise und a beliebige 
Kreise zusammen die Ebene höchstens in: 

. — 1 

20) =1+ U+A+20u4+21+% > ala) 

Theile theilen können, von welchen 
21) =23U% 

unvollkommen, und dagegen 

22) =1 — U+A+2Uur 21H ED 40a 9) 
ganz begrenzt sind.” 

10. 

Setzt man in der vorliegenden Verbindung von Geraden und Kreisen, sowohl 

E72 75 vOmmE WE Ze Em 5 7 5 7 TR == 0, so 


findet man: 


„Dafs durch a beliebige Geraden und a beliebige Kreise 
die Ebene höchstens ın 
(2 — 1) 


25) =1+a+200+— 2 





+ala— 1) 


Theile getheilt wird, von welchen 
24) == 24 
nur unvollkommen, dagegen 


a 
25) =1—ar2aa+ 


(a— 1) 


re +a(a—1) 





ganz begrenzt sind.” 
11. 


Es ist leicht zu sehen, dafs die Formeln (11, 413 und 15.) eben sowohl für 
die Kugelfläche, als für die Ebene gelten, nemlich: 
„Dals die Kugelfläche durch n beliebige, in ihr liegende 


Kreise höchstens ın 


26) =2+n(n— 1) 
Theile. getheilt werden kann;” und ferner: 
„Dals die Kugelfläche durch a,b, c,d,....... 3 Parallelkreise 


höchstens ın 
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27) =2+2X 
und durch b,c,b,...... 3 Parallelkreise und a beliebige Kreise 


höchstens ın 
28) =2 +24 -+rala —1) 


Theile getheilt werden kann.” 


Gesetze über die Theilung des Raumes mittelst Ebenen und Kugelflächen. 


12. 

Der Raum wird durch @ Parallelebenen in 1 ++ a Theile getheilt; durch 
eine zweite Abtheilung von d Parallelebenen, welche die ersteren durchschneiden, 
nimmt die Zahl der Raumtheile um 5 (1 -+.a) zu, durch eine dritte Abtheilung 
von c Parallelebenen, welche die beiden ersten Abtheilungen schneiden, nimmt 
jene Zahl höchstens ume(1 +#a-+b-+-.ab) zu, nemlich durch jede der ce Ebenen 
wird die Zahl der Raumtheile gerade um eben so viel vergrölsert, als die Zahl 
der Theile beträgt, ın welche diese Ebene durch die vorhandenen Ebenen getheilt 
wird. Nun wird jede der ce Ebenen durch die @ und 5 Ebenen, nach ($. 3, 5), in 
4{+a+5-+ ab Theile getheilt, und mithin wird durch sie die Zahl der Raum- 
theile um eben so viel vergrölsert. Aus gleichen Gründen steigt die Zahl der 
ILaumtheile durch eine vierte Abtheilung von d Prallelebenen, welche die vorhan- 
denen Ebenen auf gehörige Weise schneiden, um d1+a +b+c-+Hab-Fac-+bec), 
u.s. w. Daraus folgt: 

„Dals der Raum durch a,b, c,d,...... y,zParallelebenen, von 
denen jede Abtheilung eine eigenthümliche Richtung hat, höch- 


stens in: 
29) 1+a 
+b(1+a) 
+c(ta+b+ral) 
+di +a+rb+c+ab+racHbec) 


+z2(1+a+Öb+...+ytrab+act...aytbct..Ht+..ft+ty) 


=1+-U+A+T 
Theile getheilt werden kann,” wo durch U, A und 7 die Unionen, 


Amben und Ternen der Zahlen a, 2, ce, d,...... y, z, d.h. die Summe der Zahlen, 
die Summe aller Producte zu zweien, und die Summe aller Producte zu dreien, 


ohne Wiederholung, bedeuten. 
Um nun zu finden, wie viele von diesen Theilen nur unvollkommen, und 
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wie viele ganz begrenzt sind, stelle man sich eine Kugelfläche vor, welche alle 
ganz begrenzten Raumtheile einschlielst. Diese Kugelfläche wird durch die vor- 
handenen Ebenen in eben so viele Theile getheilt, als es unbegrenzte Raumtheile 
giebt; es theilen aber die Ebenen die Kugelfläche, nach (27), in 2 + 2A Theile 
(wo A die Amben der Zahlen a, d, c, d,...... z vorstellt): also ist auch die 
Zahl der unvollkommen begrenzten Raumtheile: 
30) =2+24, 
und folglich die Zahl der ganz begrenzten, oder der Körper (wenn 
man (30) von (29) abzieht): 
31) =—-1H+U-—-AHrT. 

Die beiden Ausdrücke (30) und (31) können übrigens auch auf ähnliche 

Weise gefunden werden, wie die Formel (29). 
13. 

Nimmt man an, jede der genannten Abtheilungen ($. 12.) bestehe nur aus 

einer Ebene, und die Anzahl der Abtheilungen sey = n, d. h., nimmt man an, 








ssyamb=r=..... =z=41,und zuglich a Hd + c#...... z 
_ ae er 
= n, so ıst offenbar U=n, A= u m und r-"% Ir 5 2) 


Also folgt: 
„Dafs rn beliebige Ebenen den Raum höchstens in (29): 
n(n—1) n(n—1)(n—2) 
u 3 ” u Bi 
Theile theilen können, von welchen (30) 


33) =2-+n(n—1) 
unvollkommen und (31) 





32) =i1i+n+ 











n(n— 1 n(n—i){n—2 
u) 1 u epege 
_(n—14)(n— 2) (n — 3) 

a 
ganz begrenzt sind." 





Wie man sieht, zeigt die Formel (34), wie gehörig, an, dafs nicht weniger 
als 4 Ebenen einen Körper begrenzen, und dals dieselben nur einen Körper 
begrenzen können. Ferner zeigt sie, dals 5 Ebenen auf einmal 4, 6 Ebenen 
auf einmal 10, 7 Ebenen 20, und z. B. 100 Ebenen auf einmal 156849 Körper 
begrenzen können, und zwar findet solches allemal Statt, wenn von 
den Ebenen nicht drei mit einer und derselben Linie parallel 
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sind, und auch nicht vier Ebenen durch einen und denselben 
Punct gehen. 
14. 

Nimmt man an, dafs blofs einige Abtheilungen nur eine einzige Ebene ent- 
halten, .B. dsg=r=s=....=z=1lundg+r+s+...... +-z=m 
sey, und bezeichnet die Unionen, Amben und Ternen der Zahlen a, b, e, d,....... Ps 
welche die Anzahl Ebenen der übrigen Abtheilungen bezeichnen, durch U, A, 





und 7, seit U=U,-+m; A = A,+m U, HD, T=T +mA, 





m(m — 1) m (m — 1) (m — 2) 
+3 + Dr Tr 


„Dafs durch a5, c,...... Parallelebenen, von denen jede Ab- 
theilung eine besondere Richtung hat, und durch m beliebige 


Ebenen der Raum höchstens ın: 


‚ woraus folgt: 











n+1)y7r (m— 1 _ BE, 
3) =1+ 444) rm Arm + Eu Am ) 


Theile getheilt wird, von denen 
36) 2+2A,+2mÜU, +m(m— 1) 
nur zum Theil, dagegen aber 








‚., m(m-—3) m(m-—1) m(m--1)(m— 2) 
37) =-1+U,-A+T, + Da ‚U ,+m--T— 1 DR 
ganz begrenzt sind." 
15. 

Werden die verschiedenen Abtheilungen von a, d, ce, ...... z Parallelebenen 
($: 12.) von a Parallelkugelflächen (concentrischen Kugelflächen) durchschnitten, 
so steigt dadurch die Anzahl der Raumtheile um a (2 + 2A), nemlich durch jede 
Kugelfläche gerade um eben so viel, als sie von den vorhandenen Ebenen in 
Theile getheilt wird, also durch jede um 2+ 2.4 ($. 12.); durch eine zweite 
Abtheilung von b Parallelkugelflächen, welche sowohl die vorhandenen Ebenen, 
als auch die a Kugelflächen durchschneiden, nimmt die Zahl der Raumtheile um 
b(2+2A+2aU) zu, weil nemlich jede der b Kugelflächen durch die vor- 
handenen Ebenen und Kugelflächen, nach (27), n2 + 2A + 2aU Theile ge- 
theilt wırd, und sie mithin die Zahl der Raumtheile um eben so viel vermehrt. 
Aus gleichen Gründen folgt, dals durch eine dritte Abtheilung von c Parallel- 
kugelflächen, welche alle vorhandenen Fbenen und Kugelflächen schneiden, 


die Zahl der Raumtheile höchstens um e [2 +2 A + 2(a + DU + ab], 
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desgleichen durch eine vierte Abtheilung von d Parallelkugelflächen, um 
v[2 +2 A+2(la +b HU +2ab+2ac-+2be], u. s. w. vermehrt wird. 
Daraus folgt: 


„Dafs der Raum durch a, b,c,...... z Parallelebenen, ver- 
bunden mit a,b, 5...... 3 Parallelkugelflächen, höchstens in: 
2) VER ee hen ara 
+a(2+2A) 


+b2+2A+200) 
+c[2+2A+2(la +WU+2ab] 
+d[2+2A4A+2la ++ )U+2ab+2ae + 2bc] 


+ 35[2+2A+2(a+b-+... Y»)U+2ab+2ac#....+2rn] 
—-—1+U+A+T+2UA+2AU +2U+2T 
Theile getheilt wird, von welchen ($. 12.): 
39) =2+24A 
nur zum Theil, dagegen die übrigen: 














1) = 1+ UV — A+T+2UAHr2 AU +2U+ 2% 
ganz begrenzt sin d” D, A, T bedeuten die Unionen, Amben und Ternen 
der Zahlen a, b, c,..... z und U, YA, T die Unionen‘, Amben und Ternen der 
Zahlen a, db, c,...... 3. 
16. 
Aus den allgemeinen Ausdrücken ($. 15.) lassen sich folgende spezielle ableiten: 
Setztman a=b=c=....=z=1i1unda+b+c-+#...... +z=n, 
desgleichen a =b = =...... =,j=lunda+rb+c+...... +3 =n 
so Ist: ' ) ni 1) 2) 
n(n— n—4)(n— 
ri BE Dre Verrie: Sarare Wi 
Be .n u m. “en an 


und es folgt: 

„Dafs n beliebige Ebenen, verbunden mit n beliebigen Ku- 
gelflächen, den Raum höchstens in (38): 
n(n—1) , n(n—1)(n—2) 

u... ” A 
n(n — 1) (n — 2) 
we 





+nn(n— 1) trnn(n— 1) 





4) =i+nr+ 





+-2n-+2 


Theile theilen, von welchen 


42) 
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422) =2+n(n—1) 
nur zum Theil, und 
n(n—4i1), n(n—4)(n—?) 
3 we Bin 
n(n — 1) (n — 2) 


: #3.» 


+tn(n— 1) 











43) =—i+n— 





+nn(n— 1) +20 +2 


ganz begrenzt sind.” 




















17. 

Reduciren sich die Ebenen und Kugelflächen blofs einiger Abtheilungen 
auf eine einzige Ebene oder Kugelfläche, z. B. so, ds y=r=s=...... 
=z=4lundgt+r+s+t...... +z=m, desglechen g=t=s8=...... 
=; —=4,undgattr+8s+...... +3 =m ıst, so ist, wenn man die Unionen, 
Amben und Ternen der (übrigen) Zahlen a, d, c,...... p durch U, A, und 7', 
und der Zahlen a,b, c,...... p durch U,,%, und T, bezeichnet: 

: u . — 1 
U= U, +m;, A= A, on mÜU, + m 2 ; T= I,+ mA, 
m(m — 1) m (m — 1) (m — 2) 
ern 
nm — 1 
V-euU+rm = +mUu + z 2 = Um, 
m (m — 1), ‚m(m — 1) (m — 2) 
3» ee Zi FI 
Substituirt man diese VWVerthe in die Formeln ($. 15.), so folgt: 

„Dafls der Raum durch 4 5, c,...... p Parallelebenen und m 

beliebige Ebenen, verbunden mit 4b, 6,...... p Parallelkugelflä- 


chen und m beliebigen Kugelflächen, höchstens in: 
44) =I+U,+A+T, +2UA +24WU, +2U,+27T, 


(RD, mm—1)+2mm) U, +(m+2m)A, +2(m+m)Uu, U, 


Bi 
er -4)(m-2 
+ (mn) (mm U, 42mm) mar men en?) 
+ mm (m + m — 2) + 2m + 2 HZ 1) “2 


— 











Theile getheilt werden kann, von welchen 
45) =2+2A,+2mU, +m(m— 1) 


nur zum Theil, und | 
T. 4b 
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4) =—-I+U—A+T +2U,A +24 U +2U, +27, 


(mn— 353) | | 
“ 3 + (m—1)+2mm)T ‚tm +2m) 4 +2(m+m)Uu TU, 
En —1 —?2 
+(m+m) (m + m —t)U +2(m +m)A, +m— — 2 I a 11m = ) 
mim — 1 — 
+ mm (m + ın — 2) +2n1-+?2 \ 2 (m . 2) 
oanz begrenzt sind.” 


Oder bezeichnet man die Unionen, Amben und Ternen der Zahlen a,b, e,... 
und der Zahl zn durch U,, A,, T,, desgleichen der Zahlen a, b, e,...... p und 
der Zahl m durch U,, X,, T,, so ist: 


. m(m—i) m 
U=U,, A=A,+ = ). T=T + 











m(m— 





1) U—2 (m—1)m(m+1), 











RE RT 
mim—1) „_. ,„ mim—1 m—1)men-+1 
u=u,; 9, MID, gg „mn, _, dm) 





vr. 
Also verwandeln sich die Formeln (44, 45 und 46.) in folgende: 


7) =1+rU,+A+T,+2UA,+24,U,-+ 2U, +27, 


m(m — 1) z . 
+ ( zen — 1)) U,+ (m (nm — 1) mn (nm — 1)) u, 
m (m — 1) _ „(m—1)m(m-+ 1) ‚(m —I)m(m +1) 
we s 2 a 








3 er Per Ei 
4) =2+2A, #m(m— 1). 





— 


9) =—-1i+ U, —A,+T,+2UA,+24,U,+2Uu, +27, 


+ (m — 1) 





rt + m (m — 1)) U, + (m (m — 1) + m (m — 1)) U, 
_mm-1)_,„m-Ymm+1i) _ , m—-i)m(im+ 1) 
zu ES 1 =. 3 

18. 


Lälst man bei der Verbindung von Ebenen und Kugelflächen (8. 15.) nach und 
nach alle Ebenen, bis auf eine einzige, we 











5, so reducirt sich die Formel (35) auf 
1+1+2A+2U+2T 


Da nun die zurückbehaltene Ebene durch die vorhandenen Kugelilächen ın 
2+ 2X Theile getheilt wird (13.), so wird durch ıhr Verschwinden die Zahl 


der Raumtheile ebenfalls um 2 + 2X verringert. Daraus folgt : 
„Dafs der Raum durch.a,b, ec, 


er 3 Parallelkugelflächen, 
von denen jede Abtheilung einen eigenthümlichen Mittelpunct 
hat, höchstens in: 
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50) =2U +2T 
Theile getheilt wird, von welchen, wie sich unmittelbar aus deı 


Anschauung ergiebt, nur e/aer unendlich, und mithin 


SH) =—-L+H2Ur2T 
Theile ganz begrenzt sind.” 
19. 
Seztmana=b=c=...= =4,und zuglecha#b + c+.... +3 =1, 
n(n — 1) (n— 2) 





soistU=nundtT= ‚ und es folgt (8. 18.): 


ur u 
„Dals n beliebige Kugelflächen den Raum höchstens in: 
n(n—1)(n — 2) 
re 
Theile theilen können, von welchen 
n(n— 141) (n — 2) 





52) =2n-+2 





535) = —1+2n +2 











| ı.9,8 
ganz begrenzt sind." 
20. 

Reduziren sich blos einige Abtheilungen auf eine einzige Kugeltläche, z. B. 
so,dsg=r=8=.....=3= 1, und zuglach 9 +r+8-+...... +3=m 
ist, so ist, wenn man die Unionen, Amben und Ternen der Zahlen a, b, c,...... p 
durch U, und, bezeichnet: 

m(m— 1 m(m — 1 —ı) 
VeuUu+m; T=U tm, + ' — + ‘ cn - 2 


und daraus folgt ($. 18.): 
„Dafs der Raum durch a,b, c,...... p Parallelkugelflächen, 
verbunden mit m beliebigen Kugelflächen, höchstens in: 
m (m — 1) (m — 2) 
..4.3 





54) =2U, +2, m (m —1)U, +24, +2m +2 


Theile getheilt werden kann, von welchen 
m(m—1)(m—2) 


5) =—1Hr2U, +2 U, mm —I)U,, +2m A, +2m-+2 wu 





ganz begrenzt sind.” 
Oder bezeichnet man die Unionen und Ternen der Zahlen a, b, c,...... p 


und m durch U, und T,, so ıst: 


m (m — 1), _ on —_Ym(im+1) 








V=UunddT=T, + 


u... u Tu Tr 
wodurch man, anstatt der Formeln (54, 55), die beiden folgenden erhält: 
46° 








s . . . . 
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(m — I)m(m + 1) 
Gr ZZ aeT 25 

(m —t)m(m + 1) 
Wr m 





2U,+2T, mm —1)U, —4 


2 
he 
l 





) =-1+24U4, +23, mm —1)U, —4 





% 
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Leichter Beweis eines stereometrischen Satzes von Euler. 
nebst einem Zusatze zu Satz \ 8. 485 ım 1. Heft dieses 
Journals. 


(Von Herrn J. Steiner. ) 





mich hat Euler zuerst den für die Theorie der Poly@der wichtigen und 
[ruchtbaren Satz aufgestellt und bewiesen: 

„Dafs bei jedem, von ebenen Flächen begrenzten Körper die 
Anzahl der Ecken E und die Anzahl der Seitenflächen F zu- 
sammen immer um 2 grölser ist, als die Anzahl der Kanten A, 
also dafs 

E+f'=-K-+2 
ist. 

Später hat Zegerdre, mit Hülfe des Satzes vom Inhalte sphärischer Vielecke, 
einen einfacheren Beweis des Eulerschen Satzes gegeben, welchen auch z. B. 
M. Hirsch in seine Sammlung geom. Aufgaben aufgenommen hat. Dieser Beweis, 
obschon sehr sinnreich, befriedigte den Verfasser dieses Aufsatzes bei dem geo- 
metrischen Werke, an welchem er arbeitet, deshalb nicht, weil er ıhn, seinen 
Zwecken gemäls, nicht unter die ersten Betrachtungen über die von ebenen Flä- 
chen begrenzten Körper aufnehmen konnte. Er vermuthete, dafs ein so einfaches 
Gesetz sich auch durch eine einfachere Betrachtung nrüsse beweisen lassen, und 
seine Vermuthung bestätigte sich, da er nicht alleın selbst einen befriedigenden 
Beweis fand, sondern auch später erfuhr *), dafs schon Cauchy (AFT. cahier 
des Journals der Ecole Polytechnique) zwei höchst einfache und elementare 


„ 


Beweise desselben Satzes gegeben habe, desgleichen dals Professor Rothe, in 


N Heft IU. Seite 228, dieses Journals, 
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dem Kastner'schen Archiv der gesammten Naturlehre, Band IV., ebenfalls einen 
Beweis des nemlichen Satzes mitgetheilt habe, den er für neu hält, der es aber 
eigentlich nicht ist, sondern, der Hauptsache mach, auf denselben Gründen beruht, 
wie der Cauchy’sche, nur dafs ihm die Kürze und Einfachheit desselben mangelt. 
Endlich fand der Verfasser, dals Gorgonne, ın einem Auszuge aus einer Abhand- 
lung von Lhualier, einen eigenthümlichen Beweis des Satzes mitgetheilt hat, 
der mit dem hier folgenden, von ıhm gefundenen, im Wesentlichen überein- 
kommt. Er theilt den seinigen mit, weil er, seiner Einfachheit wegen, allgemein 
bekannt zu seyn verdient. 

Es sey im Baum irgend ein, von ebenen Flächen begrenzter Körper gegeben. 
Aus irgend einem Punct, der aufserhalb desselben, und mit keiner seiner Seiten- 
flächen in einerlei Ebene liegt, projizire man die Oberfläche des Körpers auf 
irgend eine beliebige Ebene, so entsteht in dieser Ebene ein Netz, wie z. B. 
Fig. 4., welches eben so viele Vielecke derselben Gattung, eben so viele gerade 
Linien und eben so viele Puncte (A, B, G,......9, by 0,222... By Yprri.. " 
hat, als der Körper respective Seitenflächen, Kanten und Ecken. 

Bezeiehnet man nun, wie oben, durch F, K und E respective, die Seiten- 
flächen, Kanten und Ecken des Körpers, so läfst sich die Summe der Winkel z 
aller Vielecke des Netzes zusammen auf folgende zwei Arten ausdrücken: 

Erstlich. Wenn man erwägt, dals jede Linie der Figar Seite zweier Viel 
ecke ist, und dafs die Summe der Winkel jedes Vielecks, so oft mal 2R. (2 Rechte) 
beträgt, als es Seiten hat, weniger 4 R., mithin die Winkelsumme aller Vielecke 
zusammen so oft mal 4 R. ausmacht, als in der Figur Linien vorhanden sind, 
weniger so oft mal 4 R., als Vielecke da sind, so folgt, dafs 

1) z=4R.K—AR.F. 
Zweitens. Wenn man erwägt, dals die Winkel an den Grenzpuncten 


A, B,C, D,......, welche zusammen zweı mal die Winkel des Grenzvielecks 


ABGB .::,..1 ausmachen, so oft mal 4 R betragen, als Grenzpuncte sind, 

weniger 8 R, und dafs ferner, um jeden, im Immern der Figur liegenden Punct 

Per ERO TERERB 37 ; 5775 ARERTEITEE die Winkelsumme gerade 4 R beträgt, also 

alle zu summirenden Winkel zusammen so oft mal 4 R betragen, als Puncte 

Auen. N vorhanden sind, weniger 8 R, so ist 
2) z= 4h.E— Sn. 


Aus (1.) und (2.) folgt, dals 
—4R.K—4R.F=4iR.E—SR, 


E 2 


oder 
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K-F=E-—2, 


oder 
A+2=KEk-+F, 
welches der Euler sche Satz ist. 

Da jedes einzelne Vieleck des Netzes von einer Seitenfläche des Körpers, 
die ein Vieleck derselben Gattung ist, herrührt, so ist die Winkelsumme alleı 
Vielecke des Netzes gleich der Winkelsumme aller Seitenflächew des Körpers, 
und daher folgt auch aus (2.): 

„Dals die Winkelsumme aller Seitenflächen eines Körpers 
zusammengenommen so oft mal 4 beträgt, als der Körper 
Ecken hat, weniger SR.” 

Dieser Satz ist, wie man sicht, auf merkwürdige Weise mit dem über die 
YYinkelsumme des Vielecks in der Ebene analog. 

Eine grolse Menge merkwürdiger Folgerungen aus dem obigen Satze nebst 
andern poly@drischen Sätzen findet man in zwei Abhandlungen von Ewler, in 
den Novi Commentarü acad. seient. Petrop. Tom. IV. p. 109 und 140; in 
den Elementen der Geometrie von Legendre (S. 380 und 409 der Crelle'scheu 
Uebersetzung) ; im zweiten Theil der Sammlung geom. Aufgaben von M. Hirsch 
($S. 69 — 100); ın den Annales de mathematiques von Gergonne, Torn. II 
p. 169, Tom. IX. p. 321, und Tom. AV. p. 157. — 


Ich schliefse diesen Aufsatz mit der nachträglichen Bemerkung, dafs sich 
aus dem Satze X. $. 48 Helt I. dieses Journals leicht der folgende herleiten lasse : 

„Wenn in einer Ebene eine Ellipse der Grölse und Lage nach gegeben ist, 
und die Glastafel in beliebiger veränderlicher Lage auf der Ebene senkrecht steht, 
so ist der Ort des Auges, wenn die Ellipse als Kreis erscheinen soll, eine Fläche 
vierten Grades. Sind a, 5 die Halbaxen der Ellipse, und wählt man die gege- 
bene Ebene nebst den beiden, auf ıhr senkrecht stehenden und durch die Axen 
der Ellipse gehenden Ebenen zu Coordinaten-Ebenen, so ist die Gleichung dieser 
interessanten Fläche: 
A) a’b’2’(a’y’+b’x”) — (a'y’+b'x?) (a’y’+b°x*) — — a:b? (a’y’+b'2°).” 

Wird a = b gesetzt, d. h., ist anstatt der Ellipse ein Kreis, dessen Radius 
= a, gegeben, so reduzirt sich die Fläche auf den zweiten Grad, nemlich auf 


B) zZ" — y -.„.=-— a’, 


d.h., auf diejenige Fläche zweiten Grades, die von einer gleich- 














. . - [El 
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seitigen Hyperbel, welche sich um ihre zweite Axe herumbewegt, 
beschrieben wird. 

Es folgt daher umgekehrt der nachstehende Satz: 

„Wird eine gleichseitige Hyperbel um ihre zweite Axe herumbewegt, so 
beschreibt sie eine einfache hyperbolische Fläche zweiten Grades, und die Scheitel 
der ersten Axe beschreiben einen in dieser Fläche liegenden Kreis. Jeder belie- 
bige Kegel nun, dessen Scheitel in der Fläche liegt, und welcher durch den Kreis 
geht, ist so beschaffen, dals die Ebenen der diesem Kreise antiparallelen Kreis- 
schnitte mit der genannten Drehaxe parallel sind, und dafs also die Ebenen irgend 
zweier antiparallelen Kreisschnitte dieses Kegels zu einander senkrecht sind.” 

Wenn oben statt der Ellipse eine Hyperbel, deren Halbaxen ebenfalls «, Ö 
seyn sollen, gegeben ist, so erhält man anstatt der Fläche (A) die folgende: 

C ab°zi(b’at — a’y?) + (b’a? + a'y?) (da — a’y?) = al’ (bat + a'y°). 

Jede der beiden Flächen (1) und (C) hat die Eigenschaft, dals sie dureh) 
Bewegung einer veränderlichen Curve zweiten Grades erzeugt wird, nemlich jede 
Ebene, welche durch die z Axe geht, schneidet die Fläche in einer solchen Curve. 





33. 
Allgemeine Entwickelung von (x + a)". 


(Von Herrn Dr. Burg.) 


nn nn nn nn nn m nn ———— _ 


(x + a)" = 2” na (x + Dre “) ie 7 1) 


—1)(n-2 (3), 
nr Ke- IuB _ LE FEEORT TEURER 





aA(a + Lt +1,)"" 








+ (v+t,+1,+ I) + 


Dabei haben die Cocflicienten A, B, C, u. s. w. die Werthe: 
A=(a—2t,), 
B=|e—3a(t, +1,) +31, (4, + 21,)], 
C= |“ —4a(t +1,+1)+ 6a(t,+1,)(t, +1, +21,)— 41, (ti + 31, (1,+1,) 
+31,(1, + 21))|, 
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D=e]“"—5Rlt +, +1, +1) + 10a lH, +) (+, ++ 21) 
— 10 (lt, +1) (U, +1 + 3(t, #1) (lt, Hi) + 3t,lt, + 21,)) 
Hl HE HL HE) HS, +), + + 20) 


+41, (2: +3t1,(, +1) + 3t,(t,+ 2) ] 


us. w., woi,,i,,t, u. s. w. ganz willkürliche Gröfsen sind. 
Eine aufmerksame Betrachtung giebt das Gesetz zu erkennen, nach welchem 
diese Coeffizienten der Reihe nach gebildet sind, so dals ich dadurch ganz leicht 


für den folgenden Coeflizienten erhalte: 

E= ut tutti 15a'(t, +1,41, +1), +t,+1,+:1+2t,) 
— 200°, +1,41, (2, +1,41,’ +3(, +1, +1), +t,)+31,(£,+21,)) 
+15a(t,+i,) (Ge, +2, )’+AQ0 +2,’ + +0,)+6 (0, +1,)0 +11 ++ 28) 
+41, (+31, GB +LIFN. @+21,)))—62, [45% G,riF4.+1,) 


1082, +1, #2) (£,+2,+1,+21,)+108, (2, +2,)(Q@,+2,)°+3C0,+2,)(2,+2,) 
+31, +22,))+52,(3 +42, +4, +1)+61,(,+1)(6, +4, +21,) 


+ a1,(t +31,@+1)+31( + ))]] 


Setzt man i, =!1,=t, u.sw.=Pß, so wrd A=(a—2P), B=(a—3 Pf)", 
Ü=(@—4ß) u. s. w.; mithin 
n(n — 


WU aa- 28) (+28) 





(+o)"=a"+nalkc + PM" + 
n(n— 1 —2 . BIER 
Es 2 = m r Ei (a — 3P) (a +3 pP)" us. w., 
so dals diese von Herrn Adel ım zweiten Hefte dieser Zeitschrift gegebene Ent- 
wickelung als ein specieller Fall aus der obigen Darstellung hervorgeht. 
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Beweis für das Krältenparallelogramm, 
auf blofses Raisonnement gegründet. 


f 7 sr’r* I ‘ x 
“Von lHlerrn Dr. Burg. ) 





Denkt man sich aus deın Puncte C die Linien CA und CB gezogen, welche 
die auf diesen Punct wirkenden 2 Kräfte, der Gröfse und Lage nach vorstellen, 
so muls nothwendig die Linie CD, welche die Gröfse und Lage der Resultanten 
bezeichnen soll, zwischen CA und CB liegen. Zieht man daher zwischen CA 
und CB ganz unbestimmt die Linie CD, und verbindet D mit A und B, so 
entsteht ein Viereck, in welchem CA, CD zwei Seiten, und CD eine Diagonale 
ist. Da nun, der Natur der Sache gemäls, durch die 2 Seiten CA, CB und den 
eingeschlossenen Winkel 4CB die Resultante CD, sowohl der Gröfse als Lage 
nach, vollkommen bestimmt seyn mu[s; so muls sich aus diesem Viereck, bei den 
drei gegebenen Stücken, die Grölse und Richtung der CD finden lassen. Da aber 
ferner, wie aus der Tetragonometrie bekannt ıst, für irgend ein Viereck, ohne 
Einschränkung, 5 Stücke gegeben seyn müssen, und nur für den einzigen Fall, 
dafs das Viereck ein Parallelogramm ist, 3 Stücke hinreichen, um das Viereck 
auflösen zu können, so folgt, dals dieses so erhaltene Viereck nothwendig ein 
Parallelogramm seyn muls, in welchem also die Resultante eine Diagonale ist. 





F SECRETS ESCHE NE FSE SEE rag 





3. 


Ueber die Vergleichung der verschiedenen Numerations- 
Systeme. 


(Von Herrn Prof. Stein. ) 





1) Man hat die mehrseitig gemachten Vorschläge zur Annahme eines andern 
Numerations-Systems, als des Decadischen, zwar selten einer gründlichen Ant- 
wort oder Widerlegung gewürdigt: wenn es jedoch der Mühe werth wäre, einen 
Vergleich zwischen der Einfachheit verschiedener solcher Systeme anzustellen, so 
dürfte das Folgende nicht ganz ohne Interesse seyn. 


I. 47 
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2) Wir gehen davon aus, dafs ein System desto einfacher ist, je weniger 
abgesonderte unabhängige Begrifle es zum Denken aller Zahlen erfordert, und 
nehmen an, dafs jede Einheit höherer Ordnung einen eigenthümlichen Begriff 
erheischt. Will man dann, im Decimalsysteme z. B., alle Zahlen bis 10° 
denken, so hat man erstens die Begriffe der Einheiten 1, 10, 10°, 10°, 10°, 
und ferner noch die Begriffe der Vielheiten........ 2, 3, 4, 5, 6,7,8,9 
nothwendig. 

Ebenso würde man, wenn a die Basis eines jeden anderen Systemes hielse, 
alle Zahlen bis @* mit Hülfe von x + @ — 2 Begriffen denken können. Setzt 
Bu 


log a’ und man sieht, dals die Darstellung aller 


man nun a =n, sowirdx = 


Zahlen bis rn eine Anzahl Begriffe, gleich 
log n 
log « 





+a—2, 


erfordert. 
3) Gemäfs dieser Formel ist es leicht zu sehen, welche Basis @ am geeigne- 
testen ist, um alle Zalılen, bis zu einer gewissen n, darzustellen. Es ist dieses 





.. . . . ..(? l or 
nemlich diejenige Basis a, welche die Grölse ne 2, für das gegebene 
log a 


n, ein Minimum macht. 
Die gewöhnlichen Regeln zeigen, dafs diese Basıs aus der Gleichung 
a (log a)” = klog.n 
gefunden werden müsse, wo die log. gewöhnliche sind, und & den Modul, nemlich 
die Zahl 0,4343, bedeutet. 

4) Die Auffindung von a, für ein gegebenes rn, scheint zwar in endlicher 
Form nicht möglich zu seyn, allein es ist auch zur Erfüllung unseres Zweckes 
hinreichend, zu einem gegebenen a das gehörige r finden zu können, und man 
erhält ungefähr und in runden Zahlen: 
ram 3; 41; 6; 6 3 7 s 8 9, 10 


n—= 3; 40; 2200; 400000; 200Mill.; 300000Mill.; 1000Bill. ; 10Tr.; 100000Tr. 


Man kann aus dieser Tabelle sehen, dafs die Systeme von den Basen 2 und 3 
gänzlich verworfen werden müssen; dafs aber die Systeme von den Basen 5 
oder 6 für die Rechnungen, worin nur mäfsig grolse Zahlen vorkommen, nicht 
ohne Vortheil wären, da sie weniger Zeichen erfordern. Ferner aber sieht man, 
dals das Decimalsystem alles leistet, was in der Hinsicht, auf welche wir unser 
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Augenmerk gerichtet haben, verlangt werden kann. Systeme von gröfseren Basen 
würden gar keinen Vorzug vor ihm haben. 

Anmerkung. Man kann über die Anzahl der Begriffe, welche das Denken der Zahlen 
erheischt, andere Ansichten haben, als diejenigen, von welchen wir hier ausgegangen sind; 
doch wird die vorhergehende Methode in jedem Falle zum Vergleiche der verschiedenen 


Numerations- Systeme dienen können. 





36. 
Ueber die Krümmung der Flächen, nebst Auflösung eines 


besondern Falles aus der Perspective der krummen 
Flächen. 


(Von lerrn Hachette.) 





Betrachtet man das Auge des Beschauers als einen Punct, so berührt der Kegel, 
dessen Scheitel dieser Punct ist, und der einer Fläche von gegebener Gestalt und 
Lage umschrieben wird, die Fläche ın einer Linie, welche man scheinbaren 
Umrifs nennt. Diese Linie, die bei den Flächen zweiter Ordnung ın einer 
Ebene liegt, bei developpabelen Flächen aber gerade ıst, gehört im Allgemeinen 
zu den Curven doppelter Krümmung. Es kann aber kommen, dafs eine der 
Gesichtslinien, welche in der Kegelfläche liegt, eine Tangente des scheinbaren 
Umrisses ist. Diesen besonderen Fall hatte ich vor längerer Zeit in meinem 
Cours de Geometrie descriptiwe a l’&cole Polyiechnique bemerkt, und sowohl 


anf geometrischem, als auf analytischem WVege aufgelöst. 


Geometrische Auflösung. 


Die Flächen lassen sich in zwei Arten theilen. Die erste umfalst diejenigen, 
deren beide Haupt-Krümmungs -Halbmesser sich auf einer und derselben Seite 
der Berührungs-Ebene befinden; die andere diejenigen, deren Haupt-Krüm- 
mungs-Halbmesser sich auf verschiedenen Seiten jener Ebene befinden, oder, 
nach dem gewöhnlichen Ausdruck, entgegengesetzte Zeichen haben. Eine ein- 
zelne Fläche kann auch aus mehreren Zonen zusammengesetzt seyn, deren Krüm- 
mungen dieselben Verschiedenheiten haben, und die Auflösung der Aufgabe 


4 
palst nur auf Flächen oder Theile von Flächen, deren Haupt -Krümmungs -Halb- 


ze" 
+ 
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messer in jedem Puncte entgegengesetzte Zeichen haben. Unter diesen Flächen 
unterscheide ich als die einfachste, das durch Umdrehung entstandene Hyperbo- 
loid, welches bekanntlich drei verschiedene Entstehungsarten hat, nemlich zwei 
vermöge der geraden Linie, und die dritte durch die Umdrehung einer Hyperbel 
um ihre imaginaire Axe. Ich bestimme die Werthe der Parameter dieses Hyper- 
boloids so, dals es eine Fläche in einem gegebenen Puncte berührt. 


Von dem durch Umdrehung entstehenden Hyperboloid,' welches mit einer Fläche osculirt. 


Die rechtwinkligen Ebenen des Kehlkreises (cere/e de gorge) und der Me- 
rıdian-Hyperbel eines, durch Umdrehung entstandenen Hyperboloids schneiden 
sich, und für den Durchschnittspunet sind die Haupt-Krümmungs -Halbmesser 
den Krümmungs-Halbmessern der beiden senkrechten Durchschnitte gleich. Be- 
zeichnet man den Winkel, den die, das Hyperbolvid erzeugende gerade Linie mit 
der Ebene des Kehlkreises macht, durch A, den Halbmesser dieses Kreises 
durch R, und den entgegengesetzten Krümmungs-Halbmesser der Meridian-Hy- 
perbel durch Zr, so findet zwischen diesen drei Grölsen folgende Gleichung Statt: 

I = Rtang” A. 

Soll das Hyperboloid mit einer Fläche in einem gegebenen Puncte osculiren, 
und nimmt man an, dals dieser Punct mit einem Puncte des Kehlkreises des 
Hyperboloids zusammenfällt, so müssen die Radien Zi, R’ den Haupt-Krürm- 
mungs-Halbinessern der Fläche gleich seyn. 

Gesetzt, diese beiden Bedingungen würden erfüllt, so werden die beiden 
geraden Linien im Hyperboloid die gegebene Fläche in der zweiten Ordnung 
berühren, und jede Ebene, durch die eine oder die andere gerade Linie, wird die 
Fläche ın einer Linie schneiden, welche ım Durchschnitt beider Geraden einen 
Wendungspunct hat. 

Bekanntlich schneiden sich zwei auf einander folgende Berührungs - Ebenen 
einer, durch die gerade Linie erzeugten Fläche in dieser geraden Linie, weil die 
beiden unendlich nahen Berührungspuncte auf dieser Linie selbst angenommen 
werden. Das Nemliche wird also auch bei dem durch Umdrehung entstandenen 
Hyperboloid der Fall seyn, und stellt man sich die beiden auf einander folgenden 
Berührungs-Ebenen durch die beiden, dem Hyperboloid und der gegebenen 
Fläche gemeinschaftlichen Eleinente der geraden Linie gelegt vor, so werden 
diese Ebenen auch die Fläche berühren, und sich in der geraden Linie des Hy- 


perboloids schneiden. 


Hieraus folgt, dals, wenn man durch einen Punct ım Raume zwei Ebenen 
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gelegt hat, welche nach einander eine Fläche berühren, der geradlinige Durch- 
schnitt dieser Ebenen und die gerade Linie, deren Richtung durch die beiden 
unendlich nahen Berührungspuncte bestimmt wird, nur eine und dieselbe gerade 
Linie sind, sobald diese gerade Linie dem osculirenden Hyperboloid angehört, 
welches durch die beiden Berührungspuncte gehet. 

Hierauf berulit folgende Auflösung der oben erwähnten Aufgabe aus der 
Perspective. 

Aufgabe 

Auf dem scheinbaren Umrisse einer Fläche den Punct zu finden, in welchem 
lie Tangente an den Umrils durch das Auge des Beschauers gehet. 

Wir nehmen an, dafs man für jeden Punct des scheinbaren Umrisses die 
Ebene eines der normalen Haupt-Durchschnitte und die beiden Haupt-Krüm- 
mungs-Halbmesser, welche nach der Voraussetzung entgegengesetzte Zeichen 
haben, kenne. 

Es sey m (Fig. 5.) ein beliebiger Punct des scheinbaren Umrisses, im S ein 
Perpendikel auf die Fläche in diesem Punct, zrnp der senkrechte Haupt-Durch- 
schnitt, dessen Krümmungskreis mit dem Haupt-Krümmungs-Halbmesser znÖ, ine 
ist; endlich sey mO’ der zweite, dem ersten Radius mO entgegengesetzte Haupt- 
Krümmungs-Halbmesser für denselben Punct zn. 

Man stelle sich ein durch Umdrehung entstehendes Hyperboloid vor, welches 
zum Kehlkreise den Kreis trme, und zur erzeugenden geraden Linie die Gesichts- 
linien na durch den Punct zn und durch das Auge & des Beschauers hat. 

Bezeichnet man die Haupt-Krümmungs-Halbmesser n O, mO’ durch R 
und A’, die Kaupt-Krümmungs-Halbmesser des Hyperboloids im Puncte zn 
durch # und AR und den Winkel, den die Gesichtslinie n& mit der Ebene 
des Kreises /rne macht, durch A, so ist 

RK“ =.R tang "A. 

Da das durch Umdrehung entstandene Hyperboloid im Puncte zn zu eincın 
seiner Haupt-Krümmungs-Halbmesser die gerade Linie m O hat, welche zugleich 
einer der Haupt-Krümmungs-Halbmesser der Fläche ist, so ist klar, dafs dieses 
Hyperboloid mit der Fläche osculiren würde, wenn AR’ = R’ wäre, weil beide 
Flächen alsdann im Puncte n die nemlichen Haupt- Krümmungs-Halbmesser R 
und AR’ haben würden. Daraus folgt, dafs, wenn man die bekannte Länge Rt“ 
oder RA. tang "A auf die Normale AS, von O aus, gegen den Punct m hin, bis 
ı trägt, dals alsdann dieser Punct « sich entweder aufserhalb oder innerhalb des 


Berührungskreises f{rne befinden wird, je nachdem AR” kleiner oder eröfser als 
4 ‚) = 
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R' ist. Ebenso wird man für einen anderen Punct zn’ des scheinbaren Umrisses 
auf der Normale R’S‘ einen, dem Puncte « analogen Punct «° finden. Diese 
Puncte u, WM ...... bilden eine Curve, welche der geometrische Ort des ver- 
laugten Puncts ist. Der Durchschnitt dieser Curve mit dem scheinbaren Umrisse 
bestimmt den Punct des Umrisses, für welchen eine Tangente an den Umrifs 
durch das Auge des Beschauers gehet. Wendet man diese Auflösung z. B. auf 
auf einen Rundstab an, so wird man finden, dafs der Haupt-Krümmungs-Halb- 
messer R für alle Puncte dieser Fläche constant ist. 

Es läfst sich durch diese Auflösung die Perspective des Piedestals, welches 
Tafel IX. des Traitd de Geometrie descriptive von Hachette (Ausgabe vom 
Jahre 1822, Seite 239.) gezeichnet ist, vervollständigen. Da man schon den 
scheinbaren Umrils a? yd (Fig. 6.) und a’ P’y’ (Fig. 7.) hat, so ist schon die Curve 
construirt, welche der geometrische Ort des verlangten Puncts ist. Diese Curve 
hat mehrere Zweige, von welchen auf der Zeichnung nur diejenigen sich befinden, 
welche den scheinbaren Umrifs schneiden. 

In der horizontalen Projection (Fig. 6.) sieht man vier Zweige, die gegen 
die Gerade AJ’« symmetrisch liegen. Die beiden Zweige Ae, Ay schneiden 
die Projection des scheinbaren Umrisses in den Puncten e und g. Ihre Verlänge- 
rungen über die Gerade GH hinaus (durch eine puncurte Linie bezeichnet) haben 
weiter keinen Nutzen. Ebenso die beiden Zweige Ad, Ay, welche die Puncte 
y und d bestimmen, und die nur deshalb über GH hinaus verlängert sind, um 
die Gestalt der Curve zu zeigen. 

Die verticale Projection (Fig. 7.) zeigt die Zweige &’ &”, y’ y“, welche die 
verticale Projection a’ /3°y’ des scheinbaren Umrisses in den Puncten e‘, y’ schnei- 
den; der erste Punct e‘ entspricht den beiden Puncten &, p (Fig. 6.) der horizon- 
talen Projection des scheinbaren Umrisses, der zweite y’ den Puncten d,y der 
nemlichen Projection. 

Die meridionelle erzeugende Linie des Piedestals ist eine Ellipse, von welcher 
man für jeden Punct einen Durchmesser und seinen conjugirten Durchmesser, 
folglich den Krümmungs -Halbmesser, der auch zugleich der Haupt-Krümmungs- 
Halbmesser der Fläche ist, kennt. Verlängert man die Normale, in welcher jener 
Halbmesser genommen wird, bis zur Umdrehungsaxe, so ist der Theil dieser 
Normale, zwischen der meridionellen Ellipse und der Umdrehungsaxe, der zweite 
Hanpt-Krümmungs-Halbmesser. Der Ausdruck des Krümmungs-Halbmessers 


(ab) 





einer Ellipse, für den Punct M (Fig. 4.) ist, WPp ab der, mit der Tar- 
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gente a’6‘, im Puncte M parallele Durchmesser, und MP ein Perpendikel aus 


dem Puncte M auf diesen Durchmesser ist. 
Kennt man die Haupt-Krümmungs -Halbmesser des Piedestals für jeden 
Punct des scheinbaren Umrisses, so hat die Construction des geometrischen 


Ortes der gesuchten Puncte weiter keine Schwierigkeit. 





_ a en — 


37. 


Von der Form länglicher Räder, durch welche sich die Un- 
gleichheit der Wirkung der Kurbeln vermindern lälst. 


( Vom Herausgeber.) 





1. 


Wem eine drehende Bewegung in eine hin- und hergehende verwandelt wer- 
den soll, und umgekehrt, bedient man sich gewöhnlich der Kurbeln. Die Kurbel 
hat aber den Uebelstand, dafs, wenn die Kraft, welche die drehende Bewegung 
hervorbringt, und folglich die Bewegung selbst, unveränderlich ist, die Wir- 
kung der Kurbel nicht ebenfalls unveränderlich grols, sondern abwechselnd 
stärker und schwächer ist, weshalb ınan dann ein Schwungrad anbringt, um 
die Ungleichheit und den daraus entstehenden Kraftverlust zu vermindern. 
Wenn z. B. an dem Rade AM (Fig. 9.) eine unveränderliche Kraft P wirkt, 
und Q stellt die Kraft vor, welche dadurch die Kurbel MB in Richtungen erhält, 
die beständig mit B.D parallel sind, so ist Q, nicht wie P, immer gleich grofs, 
sondern es ist am kleinsten, wenn die Kurbel die Lage MB, senkrecht auf AD 
hat, und am gröfsten, und sogar unendlich grols, wenn die Kurbel die Richtung 
M B,, parallel mit B.D hat; denn in der Richtung M.B der Kurbel wirkt Q an 
dem Hebelsarm MB, in der Lage MB, nur an dem Hebelsarm BE, der kleiner 
ist, als MB, und in der Lage M B, an dem Hebelsarm Null. Wenn also kein 
Schwungrad vorhanden wäre, oder die Trägheit der Masse der Maschine käme 
nicht weiter in Betracht, und Q wäre der Widerstand, den die Kurbel in Rich- 
tungen, die beständig mit BD parallel sind, zu überwinden hat, so mülste P 
so grols seyn, dafs es der Kurbel auch noch in der Lage MB, senkrecht auf BD, 
die Kraft Q giebt. Die Kraft P wäre aber alsdann für alle andere Lagen der 
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Kurbel, die nicht senkrecht auf BD sind, zu grols, und folglich verursachte 
auf diese Weise die Kurbel einen Verlust an bewegender Kraft. 


2. 


Diesen Verlust an Kraft kann man, aufser auf die gewöhnliche Weise, nemlich 
durch das Schwungrad, durch zwei länglich runde Räder, von welchen 
eines an der Axe der bewegenden Kraft, das andere an der Axe der hin- und 
hergehenden Kraft oder der Kurbel befestigt ist, vermindern. 


Wenn nemlich die unveränderliche bewegende Kraft P an dem Umfange 
eines kreisrunden Rades „IC (Fig. 10.) wirkt, also beständig das nemliche Moment 
hat, so verbinde man mit der Axe dieses Rades ein länglich rundes Rad GDFAH, 
und lasse dasselbe in ein zweites, ihm an Gestalt und Gröfse völlig gleiches 
Dad DBEK greifen, und zwar so, dals die gröfsten und kleinsten Durchmesser 
der beiden gleichen Räder auf einander senkrecht stehen, z. B. so, dafs der 
kleinste Durchmesser HD des einen Rades auf dem gleichen Durchmesser BK 
des anderen senkrecht ist, so wird, wie leicht zu sehen, eine unveränderlich blei- 
bende Kraft P, dem Angriffspuncte 5 der Kurbel, in verschiedenen Lagen der 
Kurbel, eine verschiedene Kraft geben, und zwar am meisten Kraft, wenn die 
Kurbel MB auf die Ruchtung des Widerstandes BO senkrecht steht, wie in der 
Figur, am wenigsten, wenn sie mit der Ruchtung des Widerstandes, wie MB, 
nach den punctirten Linien in der Zeichnung, parallel ist. Denn das unverän- 
derliche Moment der Kraft P ıst P._AC, also ist die Wirkung der Kraft P 





C PER PFERD 
auf den Punct D gleich P. TG Mithin ist der Widerstand O, in senkrechter 
\ichtung auf die Kurbel MB genommen, gleich 

p AC MD _p AC MD 

AD’ MB "MB' AD’ 
oder wenn man z.B. AC= MB setzt, gleich 
MD 
P. ID 


Die Kraft der Kurbel verändert sıch also, wie sich das Verhältnifs der Halb- 
messer MD und AD der Räder, nach den Puncten, in welchen sie sich berüh- 
ten, verändert. Sie ist am grölsten, wenn der kleinste Halbmesser des Rades 
an der Axe „I mit dem gröfsten Halbmesser des Rades an der Axe M zusammen- 


trifft, wie in der Figur, und am kleinsten im umgekehrten Falle, wie nach den 
punctirten Linien. Die Kraft der Kurbel in einer beliebigen Lage MB,, nach 
der 











—— 
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der mit BO parallelen Richtung B,Q,, ist, wenn E,B, ein Perpendikel anf 
MB ist, wie leicht zu sehen, gleich 
p AC MD 
EB AD 
Werden also die Räder zugleich so eingerichtet, dafs diese Kraft für eine 


beliebige Lage der Kurbel nie gröfser ist, als die Kraft P. Tr ' >: welche 








die Kurbel haben mufs, wenn der Widerstand Q auf sie seine volle Kraft aus- 
übt, so braucht die Kraft P, die nöthig ıst, einen gegebenen Widerstand O zu 


MB 


überwinden, nicht Q. TC zu scyn, wie es seyn mülste, wenn die länglichen 


Räder nicht vorhanden wären, sondern nur Q. .._ welches wenioer 
2%: Te MD er 


beträgt, als O. ITEM deın Verhältnifs, wie der kleinste Durchmesser der 
1 U 


länglichen Räder gegen ihren orölsten Durchmesser kleiner ıst. Es wird also durch 


die länglichen Räder an Kraft gespart. Lielse es sich selbst auch nicht machen, 








2. ACC MD\,.. R AC MD . 
dals immer P. WB’ AD kleiner wäre als P. ER -Gp’ so würde man doch 


immer noch diese Ungleichheit, weil sie weniger betragen wird, als diejenige bei der 
gewöhnlichen Emrichtung der Kurbel ohne längliche Füäder, durch ein Schwung- 
rad ausgleichen können; es würde immer noch eine Ersparung an Kraft bleiben. 

Es kommt nun zunächst darauf an, die Gestalt zu suchen, welche die läng- 
lichen Räder haben müssen, damit sie bei ihrer Umdrehung bestän dig in aa 
ander greifen. 

3. 
Es giebt zwei Fälle. Entweder kann man setzen: die länglich runden Räder 


sollen congruent seyn, oder man kann die Form des einen geben, und die 


Form des anderen suchen. 


Erster Fall. 
Wenn die länglich runden Räder congruent seyn sollen. 
4. 
Die Bedingung für die Gestalt der Räder ist, dals, für gleiche Bogen 
AR= AN (Fig. 11.), die Summe der zugehörigen Halbmesser AP und NO, 


nemlich 


) RP+NQ0=PA+AQ=PO 


seyn muls. 
I. 48 
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Die Halbmesser aus den Umdrehungs-Axen der Räder nach beliebigen 
Puncten ihres Umfanges werden auf irgend eine Weise von den Bogen, um 
welche der beliebige Umfangspunet von einem bestimmten Punct des Umfan- 
ges entfernt ist, abhängen, z. B. der Halbmesser PR wird auf irgend eine Weise 
von dem Bogen AR abhängen. Bezeichnet man also den Halbmesser PR, für 
einen’ beliebigen Umfangspunct R, durch r, und den zugehörigen Bogen Ah 
durch s, so kann man setzen: 

Yr=f0), 
wo / die gesuchte Art der Abhängigkeit des Halbmessers r von dem Bogen s 
ausdrückt. 

Gesetzt nun, das Rad um P habe sich um den Bogen MR weiter gedreht, 
und es sey der Bogen NZ’ so lang als der Bogen MR, so muls nothwendig der 
Halbmesser VW O des Rades um Q um eben so viel abgenommen haben, als viel- 
leicht der Halbmesser PR des Rades um P zugenommen hat, damit wieder 
MP+TPQ gleich EP+NQ sey, und dieses muls der Fall seyn an jedem 
beliebigem Ort der Curve. Es muls für jeden beliebigen Punct Z der 
Curve, oder N in der congruenten Curve, wie weit er auch von dem Anfangs- 
punct A oder F entfernt seyn mag, wenn man in der Curve um gleich grolse 
Bogen weiter vor oder zurückgehet, der Halbmesser alleınal um gleich viel 
zu- oder abnehmen. Daraus folgt, dals die Zunahme des Bogens vom Halb- 
messer unabhängig seyn muls, und dals also die Gleichung zwischen dem Halb- 
messer r und dem Bogen s nur lJineär, oder vom ersten Grade, also nur von 
der Form 

3) r=cs+y 
seyn kann, wo € und y Constanten sınd. Denn wenn in dieser Gleichung $ 
um k zunimmt, so nimmt r um ck zu, welches, wie es seyn sollte, von s unab- 
hängig ıst. 
5. 

Man kann sich von der Nothwendigkeit der Gleichung (3), zwischen r und s, 
statt, wie vorhin, unmittelbar aus den Bedingungen der Aufgabe, 
auch, wie folgt, durch Rechnung überzeugen: 

Der Bogen Adi gleich s nemlich, wachse um RM = k, und die zugehörige 
Veränderung des Halbmessers r werde durch Sr bezeichnet, wo das s unter 


dem Veränderungszeichen A nicht etwa eın Divisor ist, sondern blofs anzeigt, 


dafs s die unabhängig veränderliche Größse ıst, so ıst 
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4) ‚+27 = /(s+Äh). 


Nun sy AP=a, AQ = b, und die Länge des Quadranten AF= AH (wenn 
nemlich PH und OF auf PO senkrecht sind), gleich ao, sit N F=0o— s, 
weil nach der Bedingung der Aufgabe AN = AR = s seyn soll. Ferner muls 
nach den Bedingungen der Aufgabe PM + TO =a-+ b seyn, also muls, 
velPM=1r-+ 2, Ist: 

s 


5) 1TQ=a+b—-r—&r 


sein. Aber NO hängt ebenso von NF=o—sab, wie PRvon AR, also ıst 
6) NVO=f(le—s)=u+rb—tr, 
und folglich 





TO = fe -)- le 9), 


oder vermöge (6): 


7) T0o=a+b—-r— —S (oe — s). 


gen 





Nun ıst nach (5) ZQ=u+rib—r— : r, also muls, wenn man beide Aus- 
s 
drücke von 7'Q (5 und 7) gleich setzt: 
D A 
Ss) = [s= —- /(0o —5s 
Ö f o— „4 


seyn. 


Nach dem Taylor'schen Lehrsatz ist, wıe bekannt, 





fs =klfs+ . d ;-Ss+ + .5f ee 
9) > 3 
Ed k 

No )=k-- —s)+ 7° Tre an s)+275- = fe - 


we... a—Ss, (e a) unter d, d’...... wiederum nicht etwa 
Divisoren sind, sondern blos anzeigen, dafs s oder a — s die unabhängig verän- 
derlichen Gröfsen sind. Setzt man die beiden Ausdrücke (9), vermöge (5), ein- 
ander gleich, dividirt mit k, und setzt darauf k= 0, so findet man: 


\ d i 
10) Sp = — SC). 


Diese Gleichung zeigt an, dafs sich die erste Ableitung (der erste Difierential- 





Coeflicient) von fs, nach s, nicht verändert, wenn man darin @ — s statt s 


setzt. Es kann also nur 
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® 


11) f= Const = c 


seyn. Dieses giebt, wenn man die Stammgröfse (das Integral) nimmt: 
Ss =es+Cont=cs+y, 
oder weil /s = r war: 
12) r=cs+y, 
wie oben (3). 
6. 

Setzt man nun in der Gleichung r = cs +Yy, zwischen Halbmesser und 

Bogen, s=0, soitr=y, alo ist a=y. Setzt man s=c, soitr=b, 


b—-a _.,. 
alsod=co+y=co-+ a, und folglich e = ——-—, mithin 
2 


13) r=(b—a)--+a, 


welches die vollständige Gleichung der Curve zwischen Halbmesser und 


Bogen ıst. 
.. 

Aus der Gleichung zwischen Halbmesser und Bogen findet man, wie folgt, 
die Gleichung der Curve zwischen Halbmesser und Winkel um den Mit- 
telpunct, oder für sogenannte Goordinaten aus einem Puncte. 

Man bezeichne den Winkel RPA, (Fig. 11.), der zu dem Halbmesser AP=r 
gehört, durch p, und betrachte r als die unabhängig veränderliche Grölse, so 
dafs $ von r abhängt, so ıst, wie bekannt, der Ausdruck der ersten Ableitung 


des Bogens AR =s, nach r, folgender: 
1 7 e) l ® 
14) -s=V (1+r =) )- 
n 


R co d 
Nun giebt die Gleichung (13) s= Dr: (r — a), und daraus folgt S=, 


- 


3 








also ıst vermöge (14): 


15) = V (+ =) ) 


16) r. “9 =y R — _ |, oder 
d Arme 


Daraus folgt - 








ur zer 


r 
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und wenn man davon die Stammgröfse nach r nimmt: 


ur oe — (b— a) 
17) = rv] Go) + Const, 


wo *r von r den natürlichen Logarithmus, oder den Logarithmus für die Basis e 


bezeichnet. Fürr=a ist p gleich Null, also 


0=*a v]| G ea] + Const, 








und folglich 
o*— (b— u) 


Cont=—ay| aa) 


9) 9 (Ve: 


Ffürr=bdbistp=og, wenn ge einen Kreisquadranten für den Halbmesser 1 


eb oe — (b— Aa)’ 
9) = (Yo I 


c e 2977, 
Em (-) : (): oder 
Q a a 
4 e 
r— ‘a 
ee 
Q b— 
Da man die natürlichen Logarıthmen findet, wenn man die briggischen mit einer 
unveränderlichen Zahl multiplicirt, so kann man auch in dem Ausdruck (20) 
briggische Logarithmen statt der natürlichen setzen, und es ist folglich auch 
10 10 


kA Anne SF 
2) mom, 





mithin in (17), 





bezeichnet, also 





Daraus folgt 





Dieses ıst die Gleichung der Cuve AMH=FNA zwischen Coordinaten 


aus den Axen P und Q. 
Man hätte das Nemliche auch noch etwas kürzer aus (15) oder (16) finden 


können. Aus (16) nemlich folgt, dafs ro eine unvreränderliche Größe 


ist, etwa gleich c, so dals 


d 
2 - 0 ==C. 
22) r.n 


‚.‚d c 
Also ıst .... Daraus folgt, wenn man die Stammgrölse nach r nimmt, 


r 
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p=e'tr-+lConst. Fürr=aıtp=0,also0=c.‘a-+ Const, Cont= — ctu 


und p—c. r—cC,. “a, oder 
23 D=C ). 
) 9 5 
Fürg=gistr=b, lop=c(db — a), folglich 
y, a 
234) c= vu? 
e e €e @ 
a r—'a p r—ta { ! 
und mithin  =e. „———, oder == ————— , wie (22). Nach dieser Glei- 
p Q en ta Q “En 9” ( ) G 
chung läfst sich auch die Curve leicht zeichnen. 


8. 
Eine Gleichung der Curve zwischen rechtwinkligen Coordinaten 
PL=x, LR=y (Fig. 11.) kann man, wie folgt, finden: 


e 


Es warrpg=c (-) (23), odrg= a 


a 
| 


& e c e r G 
Daraus folgt pe = (z) ‚ oder ee’ = ) ‚ oder 
a a 
c 
25) e’ = 5 
a 


26) e’=cosp+Hisiny, 


Nun ıst bekanntlich 


wennz=Y —1. Also ist, vermöge (25), 
we 
27) (2) =cosp-Fisın g. 
7 X . 4 d Pe 2 £2 : Wi 
Es ist aber cs = ,sing==undr= Vv(e&"+y), also ıst vermöge (27): 


- x t+ıy 


 Y@’+y) 


1} 
-_ 








‚ oder 


(£ (x? +) 





‚2 „2_ic (x 'y) 
(7) . v + ıy 








der 
a +y ‚ © 
2 g,ictt a ie 
Er eartiy! a, 
oder, wele = ar = e, War (24), 
€, in + ! 
23) (Hy) " =(a+ iy) .a’. 


Aus dieser Gleichung kann man y in = durch Reihen entwickeln. 
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9. 


Die erste Ableitung der Fläche Feiner Curve, durch Coordinaten aus einem 
Puncte r und p ausgedrückt, ist, nach dem Radius r genommen, bekanntlich 


29) I lg= CF. 


A ee E42 d | DB 
Nun ist für die gegenwärtige Curve ry=e (22). Also ist hier 


30) Bi Arc. 


2 
Dieses giebt, wenn man die Stammgrölsen nimmt, = 4r"c-+ Const. Für 
r=aitF= 0, also ist 0 = 44” c + Const, und Const = — Ta” c, mithin ist 
vollständig !=}(r" — a’) ce, oder wale = er war, 

7 





Eu )e, 
U O 1 (6b — °a) 


Die ganze Fläche APH (Fig. 11.) ist, fürr=b, 


b" — a?) 
2 Al = ( Q " 
m 4(b — *a) 


10. 





Die erste Ableitung der Länge s einer Curve durch Coordinaten aus einem 
Puncte, r und 9, ausgedrückt, ist, nach dem Radius r genommen, bekanntlich 


33) .s=y(1+r%g)- 


d 


Nun ist für die gegenwärüge Curve r -p=c (22), also ist hier 


] 
34) 7. s=yYl+e) 


Daraus folgt, wenn man die Stammgleichung nimmt, s=ry (1 + c*) + Const. 
Für r=a ist s=0, also O=ay (1+c’)+Const, folglich Cont =—ay (1-+c), 


mithin ist vollständg s= (r —a)y (1 + c), oder weile = Bann. SU 


b— *a 
35) s=(r-aY(1+ — on) 


war (24), 





Die ganze Länge der Curve AMH (Fig. 11.) ist, .. r=b, 
36) =t-Y(i+ 7) 
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x 


Setzt man die Ausdrücke (35, 36) von s und @ in (13), so erhält man 





r—a ' ER 
=(b—- a). ta=r, wıe gehörig. 


11. 
Die goniometrische Tangente des Winkels YRP=X (Fie. 3.), welchen 
eine Tangente an eine beliebige Curve, in einem beliebigen Punct AR, mit dem 
Radius vector macht, ıst bekanntlich für Coordinaten aus einem Puncte, r und 9, 


wenn man, wie hier, den Radius zur unabhängig veränderlichen Gröfse nimmt: 


d 
37) tangA=r = p. 





ll a d ) 
Nun ist bei deı gegenwärtigen Curve r p g=c (22) = u (24), also 


ıst hier 


) ” [e) 
38) tangi= \ 





Lb— a 
Die Tangenten der Curve machen also in allen Puncten der Curye mit dem 
Radius vector den nemlichen Winkel. 


Setzt man den Ausdruck (38) ın die Ausdrücke der Fläche und der Länge 
der Curve (31 und 35), so findet man: 
3) F=i(r"— a) tang A, und 
40) s=(r — a) sec A. 
12. 
Man sichet, dafs die gefundene Curve eine logarithmische Spirale ist. 
Die länglichen Räder, durch welche sich auf die obige Weise die Ungleichheit 
der Wirkung einer Kurbel vermindern läfst, müssen also aus 4 Quadranten einer 


solchen Spirale zusammengesetzt werden. 


Zweiter Fall. 
Wenn die Form eines der länglich runden Räder gegeben ist. 
52, 

Die Curve AN F (Fig. 12.) sey gegeben: es wird die Curve ARH gesucht, 
welche die Gurve AN F beständig berührt, wenn ARH sich um die Axe P., 
und AN F um die Axe Q dreht, und zwar so, dafs die Bogen beider Curven, 
von dem Anfangspunct Jan bis zu jedem beliebigen Berührungspunct, gleich 


lang sind. 
Nach den Bedingungen der Aufgabe muls 


41) 
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41) Bogen AR = Bogen AN, und 

4) Pk+NO=P4+A0=PO 
seyn. Man bezeichne PA durch a, OA durch 2, den Winkel RP_4 durch , 
den Winkel YQ 4 durch a), ‘den Bogen NA durch s, den Bogen RA durch z, 
den Radius NQ durch 7, den Radius PR} durch r,, und betrachte a) als abhängig 
von r, gp als abhängig vn PR=r =a-+b-—r: so ıst die Abhängigkeit 
zwischen r und a) gegeben, und die Abhängigkeit zwischen PA? und p wird 
gesucht. 

Die erste Ableitung des Bogens s, nach r er ist bekanntlich 


43) “seyl(isr! 9°). 


F.benso ist die erste BEER des Bogens z, nach r, genominen, 


44) =yY(i-+r' u) 


r 
1 


Nun soll nach den Bedingungen der Aufgabe für jeden Punet der Curre 


4) s= 
d d d d d u 
seyn. Daraus folgt -s=-z. Aber -z ist bekanntlich gleich —z —r, ; folglich 
x r r r 4 r u 
: a Mi d 
ist, weil r  =a-+t b—rseyn soll, und mithin -„. =— 1 ıt, zz =— —2z. 
f F r r 
Also muls 
d d 
46) -s=——:z 


d d 


seyn. Setzt man hierin die Ausdrücke von 5 und —z aus (13 und 44), s 
“ r 
1 


» y 
findet man 


ae 
. u ie ee 
47) v(i+r- 15‘) lH 
d ] / 
In dieser Gleichung ı ist, —=a+lb—rund-V= La %r — ich xv—-i1=-— ah, 
nr T, er . ni z Pr 
ib Fr I Sy) ae 
Fi r 
2 d .d J 
48) Y(i+r -F)=—yV(i+t@a+b-n2 v*) 


.d : 
Daraus folgt, Ir = 1+(a+b —r u U”, also 


49) 4 arber En 





r r r 


I 49 
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Da nun die Linie AN F, also die Gleichung zwischen x} und r gegeben voraus- 


I 


. * a > ! > » 7 ar .y x 
gesetzt wird, so Ist En” gegeben, und zwar durch einen Ausdruck, der von r 


d 


abhängt. Folglich ist, vermöge des Ausdrucks (49), —P ganz in r gegeben, und 


d 


man darf von -p nur die Stammgrölse nehmen, so findet man eine Gleichung 
r 


zwischen r und , oder, was das Nemliche ist, zwischen gunda #5 — r = PR, 
welche die gesuchte Gleichung der Curve ART ıst. 

Wir wollen, um den gegenwärtigen Aufsatz nicht zu schr zu verlängern, 
die Anwendung auf bestimmte Fälle, z. B., wenn die gegebene Curve eine 
Kllıpse oder eine Cy cloide ıst, die weıler keine Schwierigkeit macht, dem 


l.eser überlassen. 


14. 

Die Gestalt des einen Rades kann auch nicht sowohl unmittelbar, als durch 
gewisse Bedingungen seiner Wirkung gegeben seyn. Wenn sich z. B. an der 
Axe M (Fig. 10.) nicht sowohl eine einfache, sondern vielmehr eine drei- 
fache oder mehrfache Kurbel befindet, so kann man verlangen, die Räder 
sollen so gestaltet seyn, dafs eine unveränderliche Kraft P, an einem kreisför- 
migen Bade um die Axe A, oder an dem Hebelsarm AC wirkend, die folglich 
ein unveränderliches Moment haben wird, auch ein unveränderliches Moment 
um die Axe MW, nach der Richtung des Widerstandes Q genommen, 
hervorbringt, wodurch dann also die Ungleichheit der Wirkung einer mehrfa- 
chen Kurbel, wenn nicht dynamisch, so doch statisch, ganz ausgeglichen wer- 
den würde. 

Unter diesen Bedingungen sey 

AC=p, AM=a-+rl, 


und ein beliebiger Radius des nicht kreisförnigen Rades I REK um M gleich r, 





so ıst der Radius des anderen, nicht kreisförmigen Bades G DFH um 4, für 
den zugehörigen Prnct seines Umfanges, + b — r, weil die Radien durch 


den Berührungspunet der beiden Räder immer zusammengenommeu gleich 


AB= a-+ b seyn müssen. 
Nun wird das veränderliche Moment des Widerstandes, den die Kurbeln 


nach bestimmter Ruchtung finden, auf irgend eine Weise von dem Winkel a) 
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(Fig. 12.) abhängen, um welchen sich das Rad an der Kurbelaxe gedrchet hat. 
Man kann also dieses Moment gleich 

50) Fb 
setzen, wo Farb eine durch x gegebene Gröfse ist. 


E: _ I! ’ 
Dieses Moment erfordert eine Kraft ih am Berührungspunct der beiden 
r J fi 
Räder. Auf der anderen Seite ıst die Kraft, welche die unveränderliche bewe- 


gende Kraft P am Berührungspunct der beiden Räder hervorbringt, gleich 








pP 
F_, Also muls 
ı + br 
P Frl 
51) Er _ 
st+b—r r 
seyn. 


Da Frl eine durch xb und vielleicht r gegebene Gröfse ist, so ist (51) 
eine Gleichung zwischen und r, und folglich durch dieselbe die Gestalt 
des einen Rades, nemlich desjenigen um die Kurbel-Axe, gegeben. Die 
Aufgabe kann daher weiter nach ($. 13) aufgelöset werden. Man nimmt aus 
der gegebenen Gleichung (51) Zap, und setzt es in (49), so findet man 2 
und wenn man die Stammgleichung davon nimmt, eine Gleichung zwischen 
und r, oder, was das Nemliche ist, zwischen g und +5 — r, welche die Gestalt 
des anderen Rades giebt. 
15. 

Die länglichen Räder, zur Verminderung oder Aufhebung der Ungleichheit 
der Wirkungen von Kurbeln, sind nicht blofs ein Gegenstand oder ein Anlals 
einer analytischen Untersuchung, in welcher Qualität sie hier vorkommen, son- 
dern sie sind bei Maschinen wirklich mit Nutzen anwendbar, besouders bei mehr- 
fachen Kurbeln, da man die statische Ungleichheit der Wirkung derselben durch 
solche Räder von gehöriger Form au fheben kann. Das dynamische Verhalten 
der länglichen Räder giebt Anlals zu noch mehreren interessanten Untersu- 
chungen, die aber für diesmal dahingestellt bleiben mögen. 

Zum Schlusse werde nur noch bemerkt, dafs, wenn man sich bei den nicht 
kreisförmigen Rädern eines Schwungrades bedienen will, dasselbe in der Regel 
nicht an der Axe der Kurbel, sondern an der Axe der bewegenden Kraft befestigt 
seyn mufs, weil gewöhnlich nicht die Kurbel-Axe, sondern nur die Axe dei 


bewegenden Kraft mit gleichförmiger Winkel-Geschwindigkeit unıläuft. 




















Einige Verbesserungen im ersten Bande. 





Seite 7 Z. 1i vr. w 1. m. Figur 7 statt Figur 10, 

5 — 5—7 vu. fällt die Klammer [ ] weg. 

— 5)— ıavo.lm. Gylinder statt Kegel. 

— 51 — 5 v. u.l.m. Vielecks statt Vierecks. 

n’ ny 

— (7 —:. 7 rol.m. Yp' statt VP' 

— 67 — 1! vo.l.m. pl statt p/’ 

— (5 — 13 vo. l. m. mien Grade st. D2ten Grade. 

8 SS» Ss, $ 

— 9 — 19 v.o.1|.m. a or" 1, —.: 2 

M’ M’ M ’'m 'im' 

— 70 — 8 v.o. In dieser Formel hei überall >, 
statt p stehen. 

— 52 — 6 v.o.l.m. und t, nicht Null ist, st. einzeln. 

— 72 —7 volm «ff —1=0 sutı u —1=0, 
ca — af — 0 2a af—1 — al = (), 

— 74 — 6 v.o.l.m. z5 statt z®. 

a A, yr+tP-r A,Y 

— 75 — 3 v.u.l.m. o( rn statt ® f . 

“4m 4m 
. , J, - - 

— 77 — 13.14.15 v.o.].m. statt des dort angeführ- 
ten Lehrsatzes folgenden: 

Die Zahl der verschiedenen Werthe ei- 
ner Funetion vonn&Grölsen kann eutweder 
sarnıcht bis unter die gröfste Prinizahl, die 
kleineralsnist, vermindert werden, 
oder nur bis auf 2 oder 1. 

— 06 — Tiu.Livw. lm. die Durchschnittspnnete der 
Diagonalen solcher an einander liegenden 
Parallelogramıme st. solehe an einander 
lieg: ‚. Rechtecke. 

— 10 — 10 Im. f,(z, y y Ki ee 
ec ne ’(x,Y. .. y{n)) statt 
S,(zy,y'...y-D)= e,tfds(o BE 1... ym)), 

— 4165 — 10 v.u. nach „Punets P” ıst ee 55 
„von den Mittelpune ten der Kreise” 

— 474 AluA5v o. |. m. A satt A... 

— 4117 — 1l1v u 

— 417 — 3; GV nr} r ” 

Zn . füllt das WVort „log” we2g. 

-— 153 — “ V u, 

— ASI — vu. 

— 153 — 6 v. o.1. m. kleiner st. nicht grölser. 

| u jr v 

— 192 — 21 v.o0.l.m.ö( ——- zjst. c\ ZI: 

6“ s3 8 Ss» 

_— 133 — 2 ı . fehlt die Klammer nach dem Gliede 
— r BR”, 

— 13 — 9vol.m. r+t,N st 1 +t,N. 

— 193 — 23 v.0.1.m. S(rtr,)(r-r,) st. &(rtr')(r-r ,). 

— 1153 — 26 v. o.1.m. ös st. ds. 

— 200 — 10 v. o. I. m. —ög st. — dog. 

— Vi — Brolmr=r—2es.r, =r—e 
a — 15 1 —n u dr din 
— 201 5 vo.l.m.r,=r, - „ar,—t?,. 
— 201 — 17 v.o.l.m. PR IE 1 ED ARE IE ARRE I Anz AR 

dyt rn [u PER -— 

— . — 10v o.l,m.. = rm “ Em 5. 7a — 
"m at 

— 203 — 1 v. o.1. m. 
Sm 'm—2 + 4-1)" Umlemnı Am-2 N 
- Bm Bm Rı)-Äs m—1' Um st. = 

Ten m 
im rt Al 1) : (Emoi mg N 
6) 
= Bm-ı B m-2 R,)— As. Mu: 
ar _ u 
— 203 3 rol.m A un _ıst.- As: Mu .. 


Ss. 203 
— 204 
— 205 
— 209 
— 215 
— 215 
— 220 
— 221 
— 225 
— 202 


— 323 


— 324 
— 324 


— 325 
— 327 


— 330 
— 338 


u DER en 


— 384 
Tat. 1. 


— 1{ v. o. Il. m. — st. —. 


Zm Zm 
Z. 2 v. u. l. m. u ers 
Zu 3 


—5vmu.l. m. dom St. da 
Kg 3, 6, 10, 19 fehit unter dem Integrations- 


. E17 1 
zeichen der Factor er 


’ 
— 14 v. 0.1 m. su. st. 
— 20 v. o. 1. m. "yo. St. Ay: 
— 3 v. u. I. m. der obigen st. einerlei. 
—6vu.lm.r — a, St. 2 u. 
— 10 v. ul. m. ss st. r?. 


— Yu. 1Svo. ]l m B “; U. 

— 15 vr. u.1]l. m. B st I. 

P,_P,_P, Pu P.P. 
R' R’ R Er, R’ R 


— 412r.u.l.m.- 


,) > 
— 8,9, 10v.u.1.m. ebenf. Is 51, En 5 st 
P,P,P, 2R ‚2R SR 
R'R’ Pi u. aufserdem+ 7, ‚ty tz > 
a ZR _ZR _ER 
h A. Äh, 
— hwu.l.m,.- Abe K st.+ 1 + BE. 


BA. Er 

— 13 v.o.1.m. belie Ei gen convergenten Reihe 

st. beliebigen en 

— 0 vo.l.m ads. a, 

— 15ete.muls der Lehrs. Vlheilsen, wie folgt: 

Be zeichnet man dure hı Po» 24 BY +...5 
04,01, 0%... die Zahlenwerthe der resp. 
Glieder tier convergenten Reihen 

ev, tv, +vr,....=p und 
otrritrvi...=p", 
und sind die Reihen 
„ + Gr + .... 
ot rt. 
ebenfalls Kid rgent, a auch drReihe 
ntn+r+ Be IE AR 
deren allgemeines Glied 
nmmrehntrivi, +... +79, ist 
eonvergent, und ıhre Summe gleich 
wotrv,tr,+t...)(wötVitvst....) 
seyn. 
— 23 u.24v.o.1.m. „weil #(k) eine stetige 
Function ist” st. „nach dem Lehrsatze (Y)”. 

— 13 ae fik+l, k'+1!) st. Sk, k' +1"). 

— 9x. m. stetige st. beständige. 

— 7 wo. — m. © (k+k!V-1) st. ‚elk- k'V-i 1). 

— 6.7 v.u.l.m. 9! ‚ Pu» 5, On st. 

H'au, dı, ölu, Öur, 

—- 3Jwvulm<s=. 

— 5u6v.wl.m. Bis jetzt sind aber diese 
Bemühungen, wenn ich nicht irre, noch 
nicht ganz gelungen. 

5 v. o. 1. m. Gergonne st. Gorgome. 


— 7 vu. lm. 13 st. 12. 

Fig. 16 fehlen bei den Puncten, in welchen 
die Gerade M, M, den Kreis P, schneider, ä 
die Buchstaben A und B. ! 
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